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Dem Mathematiker ist es vergönnt, 
durch einen Türspalt in die Werkstatt  

des Schöpfers zu schauen. 
 
 
 
 
 
 

Vorwort 
 
 
Der sog. Große Satz von Fermat, aufgestellt von dem französischen Mathematiker und Juristen 
Pierre de Fermat (1601 – 1665), beeindruckt mich schon seit frühester Jugend, und man kann 
sicherlich behaupten, daß von diesem so einfach formulierten Problem ein Zauber ausgeht. 
Nicht umsonst haben die größten Mathematiker es versucht zu lösen. Sie sind jedoch alle 
gescheitert. Erst im Jahre 1997 wurde bekannt, daß dem englischen Mathematiker Andrew 
Wiles, Professor an der Universität in Princeton, New Jersey, USA, unter sporadischer Mithilfe 
seines Assistenten Richard Tayler, der Beweis gelungen sei, daß die Erfüllung des Satzes nicht 
möglich ist. Wie schon lange vermutet worden ist. Wohl hat seither das Interesse daran etwas 
gelitten, nicht nur bei den Zahlentheoretikern, aber der „Fermat“ ist sicherlich der bekannteste 
Satz der Zahlentheorie geblieben. 
  
Ich habe im vorliegenden Beitrag durch Anwendung von Sätzen aus der Theorie der Körper 
primer Restklassen versucht, dem Fermat’schen Problem auf den Leib zu rücken. Die klassische 
Methode der Zahlentheorie, mit Primzahlen und Primheiten zu arbeiten, habe ich vorteilhaft 
eingesetzt. Auf spezielle Vorarbeiten aus der Fermat-Literatur habe ich nicht zurückgegriffen, 
wollte ich auch nicht, um in meinem Denken nicht eingeschränkt zu sein.  
 
Meine Arbeit möchte ich hiermit der Öffentlichkeit um im Besonderen der  Fachwelt vorstellen. 
Ich habe mir vorgenommen, mein Bestes zu geben, und ich hoffe, daß es auch gut genug ist .......... 
 
 

Mainburg, im Oktober 2023 
 

Dipl.-Phys. 
Joseph K. Pfaffinger 

Gymnasiallehrer (M / Ph) i. R. 
 

jo.k.pfaffinger@hjkp.de 
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Kap. 1   Grundlagen 
 
 
Die Vermutung von Fermat lautet:  
Satz 1/0: Gegeben sind Natürliche Zahlen a und b sowie als Exponent die Natürliche Zahl n, wobei  
n > 2,  
Es gibt KEINE Natürliche Zahl c, so daß die Gleichung erfüllt werden könnte  

         n n n
a b c                                                                                                                                             (1 – 0) 

 
Der bedeutende französische Mathematiker Pierre de Fermat (1601 – 1665) legte vermutlich 
zwischen 1637 und 1643 dieses Problem der Fachwelt vor und gab in einer Notiz an, er hätte 
einen Beweis, daß diese Gleichung für Exponenten n, wobei n > 2, nicht erfüllt werden könne.  
Nur – sein Beweis wurde in seinem Nachlaß nie gefunden worden.  
 
In diesem Beitrag wird diese Vermutung als mathematischer Satz verstanden und versucht, 
einen Beweis anzugeben, daß es keine Natürlichen Zahlen a, b, c zu einer Natürlichen Zahl n,  
mit n > 2 gibt, so daß die Gleichung (1 – 0) erfüllt werden könnte.  
Die Vermutung soll also bestätigt werden.   
Mit den Natürlichen Zahlen sind, wie bevorzugt üblich, die Zahlen gemeint: 
          ℕ = {0; 1; 2; 3; 4; 5; ……….} 
Triviale Lösungen sollen ausgeschlossen sein,  wie  a =1, b = 0, c = 1  
                                                                                       oder  a = 0, b = 1, c = 1  
 
Bedingungen an die Natürlichen Zahlen a und b 
 
Satz 1/1: Damit die Fermat-Gleichung 

           F(a, b, c; n)     n n n
a b c   

überhaupt aufgestellt werden kann, muß gelten 
          a + b > c. 
Beweis: Annahme:  
          a + b  c 

    n n(a b) c   

Nun ist 

          n n na b (a b)   ,   für n > 1     

Dann wäre 

          n n na b c   
im Widerspruch zur Forderung. Also ist die Behauptung richtig.     

 
Satz 1/2:  Unabhängig davon, ob die Fermat-Gleichung  

          n n na b c   
erfüllt ist oder nicht, kann angenommen werden, daß die beiden natürlichen Zahlen a und b zu 
einander prim sind:  
          ggT(a; b) = 1  
Beweis: Annahme: Die Fermat-Gleichung ist erfüllt und es gelte   
         ggT(a, b) = ,  für  > 1  
 
Dann gilt die Identität    

          an + bn  n n n
gekürzt gekürzt(a b )    

Dann müßte auch in diesem Falle die Teilung und Faktorisierung gelten 

         n / cn           cn = n  n
gekürztc  
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Damit ist die Erfüllung unabhängig davon ob die beiden Argumente zu einander prim sind oder 
nicht 

          n n na b c             n n n
gekürzt gekürzt gekürzta b c   

b) Annahme: Die Fermat-Gleichung kann nicht erfüllt werden 

         n n
a b d  ,  wobei  d  keine Potenz mit dem Exponenten  n  ist,   

also    an + bn   cn 
und es gelte   
          ggT(a, b) = 1   
Dann wird auch aus dieser Gleichung bzw. Ungleichung keine Fermat-Gleichung, wenn man sie 
mit einem beliebigen Faktor multipliziert.  
Die Untersuchung der Erfüllbarkeit der Fermat-Gleichung ist demnach davon unabhängig ob die 
beiden Argumente a und b zueinander prim sind oder nicht.   

 
Korollar: Die Fermat-Gleichung kann selbstverständlich umgestellt werden 
Entweder     cn – an = bn                                                                                                                               (1.0/1)                
oder              cn –  bn = an                                                                                                                               (1.0/2)  
 
Unter der Verwendung der Methode von Satz 1/2 kann gezeigt werden, daß zum Beweis der 
Vermutung vom Fermat angenommen werden kann, daß 
entweder    ggT(c; a) = 1 
oder             ggT(c; b) = 1 
 
Satz 1/3:  Unter der Bedingung, daß  
           ggT(a; b) = 1  
und der Annahme, daß „Fermat“ erfüllt ist, daß  c  als Natürliche Zahl also existieren soll, gelten 
folgende teilerfremde Beziehungen 
a)       ggT(a; c) = 1 
b)       ggT(b; c) = 1            
Beweis:     
Zu a) Wäre 
          ggT(a; c) =  > 1 
dann würde die Teilung gelten 
           / a   und    / (cn – an) 
Dann müßte auch gelten 
           / bn 
Dann wäre aber 
          ggT(a; b) =  
Das ist ein Widerspruch. Also ist die Aussage richtig. 
Zu b) Folgt aus Vertauschung von a mit b.            
 
Also bietet es sich an, die Primheit der jeweiligen Zahlenpaare anzunehmen.  
Man erreicht damit eine Vereinfachung eines Beweisverfahrens ohne Einschränkung der all-
gemeinen Gültigkeit des Beweises. 
 
Vereinfachung in der Wahl des Exponenten n 
 
Die folgende Überlegung wird zeigen, daß es nicht erforderlich ist, als Exponenten jede beliebige 
Natürliche Zahl n anzunehmen, sondern daß es auch möglich ist mit Sonderfällen zu arbeiten. 
Die allgemeine Gültigkeit der Lösung wird damit nicht geschmälert.  
 
Satz 1./4:   Wenn die Fermat-Gleichung für jede Natürliche Zahl n als Exponenten erfüllt wäre, 
dann wäre sie auch für jede Primzahl p erfüllt. 
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Beweis: Die Primzahlen sind eine Teilmenge der Natürlichen Zahlen. Wenn die Fermat-Gleichung 
allgemein erfüllt ist, dann ist sie auch für Sonderfälle erfüllt.    
 
Satz 1/5: Wenn die Fermat-Gleichung für jede ungerade Primzahl p, also p > 2, als Exponenten 
nicht erfüllt ist, dann ist sie auch für jede Natürliche Zahl n > 2 nicht erfüllt, die von der 
ungeraden Primzahl geteilt wird. 
Beweis:  Es gelte also die Nicht-Erfüllung für alle Natürlichen Zahlentripel a, b, c, wenn der 
Exponent die ungerade Primzahl p ist 

           p p pa b c   
Annahme: Aber es gelte die Erfüllung für alle Natürlichen Zahlentripel A, B, C für alle Natürlichen 
Zahlen n als Exponenten, welche die Primzahl p, p > 2, als Teiler haben:   
          An + Bn = Cn 
und es sei also  n = k p 
      Akp + Bkp = Ckp 
Setzt man nun  
          a = Ak ,  b = Bk  und  c = Ck ,  
dann erhält man            

          p p pa b c   
Diese Erfüllung ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, nach der für alle, also für Natür-
lichen Zahlen die Fermat-Gleichung für den Exponenten p, p > 2, nicht erfüllt ist. Zu den 
natürlichen Zahlen a, b und c gehören nämlich auch die Potenzen  a = LM ,  b = NM   und  c = OM .   
Somit ist die Annahme falsch und die Behauptung richtig.  
Damit genügt es zu beweisen, daß die Fermat-Gleichung für ungerade Primzahlen p nicht erfüllt 
werden kann. Damit ist auch gezeigt, daß sie auch für alle Exponenten n = k p, für p > 2, nicht 
erfüllbar ist.    
 
Fall I:  Der Exponent ist eine ungerade Primzahl p, mit  p > 2. 

          F(a, b, c; p)     p p p
a b c                                                                                                                   (1 – 1) 

Nach Satz 1.5 ist unter dieser Annahme die Fermat-Gleichung nicht erfüllbar, wenn der 
Exponent n eine ungerade Primzahl p als Teiler hat.  
Diesen Fall I wollen wir in den Kap. 5.1, 5.2, 5.3 und 5.4 sowie 6.1 und 6.2 behandeln.  
 
Eine ungerade Primzahl als Teiler haben nicht die Potenzen der Zahl 2: 2, 4, 8, 16, 32, …..  
Deshalb müssen wir diese Fälle getrennt betrachten: 
 
Der Fall  n = 2  ist die pythagoreische Gleichung. 

          2 2 2
a b c   

Es ist überflüssig zu erwähnen, daß es beliebig viele Tripel a, b, c Natürlicher Zahlen gibt, welche 
den „Pythagoras“ erfüllen 
 

Fall II:  Der Exponent ist eine echte Potenz der Zahl 2: {4, 8, 16, ..…}. Also 2 ,  mit  ψ ∈ ℕ \ {1} 

          2 2 2
a b c

  

                                                                                                                                     (1 – 2)   
Dieser Fall II wird im Kap. 7 besprochen. 
 
Es sollte nicht unerwähnt bleiben, daß dieser Fall schon einige Male bewiesen wurde. Sogar  von 
Fermat selbst. Dennoch habe ich eine eigenständige, unabhängige Lösung anzubieten. Sie 
wendet, auch wie im Falle I, das Verfahren der Primfaktorzerlegung an.  
 
Mit den Fällen I und II sind alle möglichen Exponenten, also alle Natürlichen Zahlen n, wobei  
n > 2, erfaßt. Somit wäre dem Problem in voller Allgemeinheit Genüge getan.  
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Kap. 2  Vielfachendarstellung 
 

 

Beim Abfassen einer mathematischen Abhandlung ist es ein Problem, für jede Unbekannte oder 

Variable einen geeigneten Platzhalter zu finden. Der Vorrat an lateinischen und griechischen 

Buchstaben geht da schnell zu Neige ........... 

Ich führe deshalb eine Schreibeweise ein, die die Anzahl von Platzhaltern verringern hilft.  

 

Nachdem in dieser Arbeit immer wieder – ganzzahlige – Vielfache einer natürlichen Zahl 

auftreten, kann man sich den Vervielfachungsfaktor in Gestalt eines Buchstaben sparen, wenn 

man folgende Schreibwise verwendet: 

Ich schließe die zu vervielfachende natürliche Zahl a  in Klammern (a) ein. 

           a n a   

Aus welcher Zahlenmenge der Vervielfachungsfaktor stammt, das geht im Allgemeinen aus der 

Situation hervor, oder wird im Zweifelsfalle angegeben. 

 

Vielfachendarstellung bei Primzahlen 

 

Viele Primzahlen  P   7  sind das gerade Vielfache einer ungeraden Primzahl  p  3, vermehrt 

mit dem Summanden 1 

          P = 2 L p 1
     oder   P 2 p 1   ,   wobei  λ ∈ ℕ,    ggT(L; p) = 1  und  L  ℕ 

         P K p 1
        oder   P  (p) + 1,      wobei  κ ∈ ℕ,   ggT(K; p) = 1  und  K  2 ℕ 

Natürlich ist 

          2 · (p) ≡ (2 · p) 

       

Primzahlen der Form 

          P = 2= + 1 

werden damit nicht erfaßt. 

Das ist nicht von Bedeutung, da sie nicht gebraucht werden. 
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Kap. 3  Restklassen 
 

 

Teilt man die natürlichen Zahlen durch eine bestimmte natürliche Zahl n, dann entstehen die 

Reste 

          R = {0; 1; 2; .... x ...... (n – 1)} 

Jene Zahlen, die bei der Division ein- und denselben Rest ergeben, faßt man in eine Klasse, in die 

sog. Restklasse zusammen. 

Die teilende Zahl n bezeichnet man als Modul. 
Ist der Rest x und das Modul n, dann besteht diese Restklasse aus den „Zahlen“, Elementen 

         {x + (n)} 

 

Def. 3/a:  Zwei natürliche Zahlen a, b heißen kongruent modulo n, wobei o. B. d. A.  a > b, genau 

dann, wenn sie in ein- und derselben Restklasse liegen.  

          a = b mod n      a = b +  n  

 

Satz 3/1: Zwei natürliche Zahlen a und b, wobei o. B. d. A.  a > b, sind genau dann kongruent 

modulo n, wenn ihre Differenz durch das Modul n teilbar ist. 

         a = b mod n      n / (a – b)       

 

Die Menge aller Restklassen zu einem bestimmten Modul n bezeichnet man mit ℤn und besteht 

aus den Elementen 

         ℤn = {0<; 1<: 2<; .......... n − 1<<<<<<<} 

 

Hinweis: Wir bewegen uns zwar in der Menge der natürlichen Zahlen ℕ, es ist jedoch üblich 

dafür den Buchstaben ℤn  zu verwenden. 
 

Satz 3/2: Die Anzahl der verschiedenen Restklassen zum Modul n ist die Anzahl der möglichen 

verschiedenen Reste: 

          |ℤD| =  n    

 

Def. 3/b: Die Menge Restklassen, deren dazugehörigen Reste x zum Modul n prim sind, 

bezeichnet man als prime Restklassen  ℤE
∗ .  

          ℤG
∗  = {1; .... x ...... (n – 1)},  wobei ggT(x, n) = 1 

 

Ist das Modul eine Primzahl P, dann sind alle Restklassen prime Restklassen, mit Ausnahme jener 

mit dem Rest x = 0. 

          ℤI
∗  = {1; 2; .... x ...... (p – 1)} 

 

Prime Restklassen zum Modul P einer ungeraden Primzahl, also P > 2, bilden, wie wir im 

nächsten Kapitel sehen werden, hinsichtlich einer noch zu definierenden Addition und 

Multiplikation einen algebraischen Körper.  

 



 

10 

 

 
Kap. 4  Der Körper der primen Restklassen Z�(, )  
 
 
Def.4/a:  Unter der Menge der Primen Restklassen des Moduls P,  mit P als ungerade Primzahl,  
versteht man die Menge                
                   Z� = {0(; 1(: 2(; ..... x ..... P − 1(((((((};   wobei  P > 2 

Die Elemente x  sind umkehrbar eindeutig der Klasse jener natürlichen Zahlen x + (P) 
zugeordnet, die durch Teilung mit der natürlichen Zahl P den Resten x ergeben, wobei  
           0   x   (P – 1).  
           x     x + (P )  
 
Unter einem Körper versteht man in der Mathematik eine strukturierte Menge, in der zwei Ver-
knüpfungen zwischen deren Elementen definiert sind. Beim Primen Restklassenkörper sind das  
          Restklassen-Addition 
           Restklassen-Multiplikation                
 
Zu:  Restklassen–Addition; das Zeichen dafür soll    sein: 
Es seien   x=> ,  x?(((  und  x@(((  Elemente von Z� dann ist die Addition definiert: 
          1 2 3x x x          (x1 + (P)) + (x2 + (P)) = x3 + (P)  
 
Gruppen-Eigenschaft der Restklassen–Addition 
Die Elemente des Körpers bilden hinsichtlich der Addition eine abelsche Gruppe Z�(). 
Axiom I.    Abgeschlossenheit 
Axiom II.   Assoziativität 
Axiom III.  Existenz des neutralen Elementes. 
                   Das neutrale Element der Additon ist die „Null“  0(. 
Axiom IV.  Existenz des inversen Elementes – „Gegenzahl“ -  zu jedem Element 
Axiom V.   Kommutativität 
 
Die Aufstellung der Axiome in diese Reihenfolge ist dem Buch „Algebraische Strukturen und 
Gleichungen“ von Oberstudienrat Dr. Helmut Dittmann entnommen.  
 
Zu:  Restklassen–Multiplikation, im Zeichen  :  
Es seien   x=> ,  x?(((  und  x@(((  weitere Elemente von Z� dann ist die Multiplikation definiert: 
         1 2 3x x x        (x1 + (P)) · (x2 + (P)) = x3 + (P) 
 
Gruppen-Eigenschaft der Restklassen–Multiplikation 
Die Körperelemente bilden ohne dem Element 0( hinsichtlich der Multiplikation eine Gruppe  
LM

∗ ( ). 
Die Axiome Multiplikation sind analog denen der Addition. 
Axiom III.  Existenz des neutralen Elementes. 
                    Das neutrale Element der Multiplikation ist die  1(. 
Axiom IV.  Existenz des inversen Elementes – „Kehrwert“ -  zu jedem Element 
 
Das Distributivgesetz liefert die Verbindung von der Addition mit der Multiplikation: 
       a   ( b  c) = a   b  b   c 
 
Der (algebraische) Körper der Primen Restklassen hat eine endliche Anzahl von Elementen.  
Seine Anzahl ist    O Z�(,  )O = P 
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En Körper mit endlich vielen Elementen hat lediglich algebraische Eigenschaften mit einem 
Körper mit unendlich vielen Elementen, wie der Körper der Rationalen Zahlen, gemeinsam.  
Die wohl wichtigste Gemeinsamkeit ist, daß eine lineare Gleichung  
          A · x = B,   wobei A   0 
in einem Körper stets eine Lösung hat: 
          x = A-1 · B 
Auf weitere Eigenschaften eines Körpers mit unendlich vielen Elementen gehen wir nicht ein. 
 
Eine zentrale Stellung bei der Lösung des Fermat-Problems nimmt in dieser Arbeit die multi-
plikative Gruppe des Körpers primer Restklassen ein 
         *

PZ ( ) {1;.....g;.....x;.....P 1}   ,  wobei P > 2 
Das Zeichen der Verknüpfung ”” lassen wir häufig weg, wenn keine Mißverständnisse 
auftreten können. Statt *

PZ ( )  schreiben wir auch *
PZ .        

 
In diesem Kapitel sollen deshalb jetzt einige wichtige Definitionen und Sätze aus dem Bereich 
multiplikativer Gruppen primer Restklassen aufgeführt werden. Dieser Bereich gehört zur 
Theorie endlicher zyklischer Gruppen. Die Sätze werden zum Teil ohne Beweis angegeben, da es 
sich um Lehrbuchwissen handelt.  
 
Def. 4/b:  Es sei G eine endliche Gruppe. Unter der Ordnung einer Gruppe G, ord G, versteht man 
die Anzahl ihrer Elemente. 
 
Satz 4/1:  Für die multiplikative Gruppe der primen Restklassen *

PZ
 
gilt 

          ord *
PZ  = P – 1         

 
Def. 4/c:  Man nennt eine Gruppe zyklisch, wenn alle ihrer Elemente x  durch beliebig-fache Ver-
knüpfungen von einem Element g  gebildet werden können, von diesem „erzeugt“ werden. 
 
Satz 4/2:  Die multiplikative Gruppe der primen Restklassen *

PZ ( )  ist zyklisch, wenn die 

Primzahl P ungerade ist, also P > 2.    
 
Die zyklische Eigenschaft der Gruppe wird kenntlich gemacht mit 
          *

PZ ( )  = g  ,  wobei  P > 2Geben Sie hier eine Formel ein. 

Wir nennen g  das (die Gruppe) erzeugende Element. 

Die ”Trägermenge” von *
PZ ( )  ist somit 

           *
PZ  = 

2 3 (P 1)
{g;g ;g ;..........;g 1}


  x  

           x = 
i

g ,  mit  i = 1; 2; ..........; (P – 1)  oder  i = 0; 1; 2; ..........; (P – 2) 
 
Besondere Elemente 

          
(P 1) 0

g g 1


            1  bezeichnet man als das neutrale Element der Multiplikation.   

          
1

(P 1)
2g P 1 1


     

 
Zueinander (multiplikativ) inverse Elemente 
           x  und  x - 1 
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Das Produkt von zwei zueinander inversen Elementen ergibt das neutrale Element. 

          1x x 1   

Es gilt:  x  = 
i

g       
1 i (P 1) i

x g g
   
            

  
Def. 4/d: Unter der Ordnung eines Elements einer multiplikativen Gruppe primer Restklassen 
versteht man die minimale Anzahl von Faktoren x , deren Produktwert das neutrale Element 1

ergibt. 
         x x x .......... x 1      
Sei t die (minimale) Anzahl der Faktoren, dann schreibt man 
           ord x  = t 
Bevorzugt, weil praktikabel, verwenden wir die Potenzschreibweise:   

           ord x  = t  
t

x 1  
 

Satz 4/3:  Es sei  *
PZ  =  g  und 

i
x g , dann gilt für die Ordnung 

         P 1
ordx

ggT(i;(P 1))




          

Beweis:  Es sei  
t

x 1 ,  also ( )g
i t  1 ,  dann muß gelten 

         i · t = 0 mod (P – 1)      i · t  = M ·(P – 1) 
t  ist minimal gewählt, so daß  ggT(t; M) = 1 

Damit: t P 1

M i

  

Der linke Bruch ist, da t mit M prim ist, vollständig gekürzt. 
Den rechten kürzen wir ebenfalls mit ggT(i; (P – 1)), und so erhalten wir:  

         

P 1

ggT(i;(P 1))t

iM
ggT(i;(P 1))








 

Weil nun linker Bruch sowie rechter (Doppel-)Bruch in vollständig gekürzter Form vorliegen, 
sind die beiden Zähler, sowie auch die Nenner gleich. 
Damit   

          t = P 1

ggT(i;(P 1))




       ord x  = P 1

ggT(i;(P 1))




    

 
 
Gilt im Sonderfall  i / (P – 1),  dann ist  ggT(i; (P – 1)) = i    

   ord x  = P 1

i

  

 
Wegen  
          ggT(((P – 1) – i); (P – 1)) = ggT(i; (P – 1))  
haben die beiden zueinander inversen Elemente gleiche Ordnung 

         ord
(P 1) i

g
 

 = ord g
i       

 
Satz 4/4: Die Ordnung des erzeugenden Elements g  in der zyklischen Gruppe *

PZ  ist gleich der 
Ordnung der Gruppe selber, also gleich der Anzahl ihrer Elemente:   
         ord g  = P – 1          
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Satz 4/5:  Die Ordnung eines Elements x  ist stets ein Teiler der Gruppenordnung. 
         ord x  / (P – 1)    
 

Satz 4/6:  Wenn gilt  
k

x 1 ¸  k minimal, dann ist 
            k  / (P – 1)   
 

Satz 4/7:  Für jedes Element x  der Gruppe *
PZ  gilt 

         
(P 1)

x 1


  
Beweis: Folgt aus Satz 4/6.    
 
Wir verlassen damit die Grundaussagen über zyklische Gruppen und wenden diese Erkenntnisse 
beim Fermat-Problem an. 
 
Def. 4/e: Wir nennen folgenden Ausdruck  p pc b   eine Fermat-Differenz 
 
Satz 4/8:  Diese Zerlegung der Fermat-Differenz in zwei Faktoren enthält jede Formelsammlung 
          p pc b   (c – b) S (c; b) 
          wobei  S(c; b) = p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1c c b c b c b .......... c b cb b                  
 
Satz 4/9: Wir nehmen an, daß es eine Primzahl P gibt, so daß  

          P  / p p(c b ) ,   wobei  P > 2  und  P  p,  sowie  c – b > 2 
Zudem sei  ggT(P; c) = 1     ggT(P; b ) = 1 
Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe *

PZ  (P Großbuchstabe) 

entweder  ord(
1

c b


 ) = 1   

oder           ord(
1

c b


 ) =  p  

Beweis: Die Elemente c und b  sowie auch 
1

c b


  liegen in derselben primen Restklassen-

Gruppe *
PZ    

Damit gilt 

          
p p

c b 0   

Nach Multiplikation mit 
1

b


 folgt 

         
1 p(c b ) 1


    
Es gibt zwei Möglichkeiten:   

Entweder   
1

c b 1


  ,   denn dann ist auch  
1 p(c b ) 1


         ord(
1

c b


 ) = 1      

oder            
1 p(c b ) 1


                                                                      ord(
1

c b


 ) = p     
 
Bevor wir zum nächsten Satz gehen, brauchen wir die  
 
Def. 4/f:  Exakte Teilung  
Eine Primzahlpotenz p  teilt die natürliche Zahl  m  in exakter Weise 

          p  // m   genau dann, wenn   p  / m   aber   1
nichtp / m  
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Satz 4/10:  Es gelte die exakte Teilung für p , wobei  p > 2  und    > 0, sowie  
ggT(c; p) = 1 
          p // (c – b)     1p // p p(c b )  
Man beachte: Teiler und Exponent sind ein- und dieselbe Primzahl p. 
Beweis: Es folgt:  
1. Aus der exakten Teilung   p // (c – b)     

          c b  = 0       
1

c b 1


     in *

p
Z   ,     aber  

1
c b 1


     in *

1p
Z   

Dem Eins-Element in der Gruppe *

p
Z   kann neben der Zahl 1 nur entsprechen die Zahl   

          K p 1  ,  wobei  ggT(K, p) = 1,   also  
1

c b Kp 1
     

2: Aus der exakten Teilung   1p // p p(c b )     

          
p p

c b 0         
1 p(cb ) 1


    in *
1p

Z  ,     aber  
1 p(cb ) 1


    in  *
2p

Z   

Damit gilt durch Vergleich 

          
1 p p(cb ) (Kp 1)
       

Dem Eins-Element in der Gruppe *
1p

Z   kann neben der Zahl 1 nur entsprechen die Zahl   

          p(K p 1)  = 1 mod 1p  
Nun gilt für die für Potenz mit dem Exponenten p:  
          p(K p 1)   = 

               =  p p 1 2p p p p p
(K p ) (K p ) .......... (K p ) (K p )

0 1 p 2 p 1 p

             
                             

 

Man erhält schließlich 

               = p p ( 1) p 1 (p 1) ( 1) 2 2 ( 1) 1p p
[K p K p .......... K p K] p 1

1 p 2

             
              

 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist zu p teilerfremd, nachdem der letzte Summand K, wie 
angenommen, zu p teilfremd ist, aber alle vorderen Glieder sich durch p teilen lassen. Also gilt 
          ggT([Ausdruck]; p) = 1 
 
Damit          p(K p 1)   = 1 mod 1p ,   aber   p(K p 1)  1 mod 2p  

und damit   
1 p(cb ) 1


    in *
1p

Z  ,            aber   
1 p(cb ) 1


    in *
2p

Z   

      1p // ( p pc b )      
 
Satz 4/11a: Es gilt für p > 2 
             ggT((c – b); p) = p   
dann gilt die Äquivalenz der Teilungseigenschaften 
          p // (c – b)       2p  // ( p pc b ) 
Beweis: Wegen Satz 1/3e) ist ggT(c; b) = 1 und daher muß gelten  
             p nicht/  c     p nicht/  b 
     Siehe Satz 4/10. Es ist   = 1.  
     In Satz 4/10 ist angegeben, daß die Voraussetzung sein muß    > 0 
Der Wert  = 0  hat keinen Sinn haben, denn dann hieße die “Teilung“    1 // (c – b) 
Also:    > 0 
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Deshalb ist die minimale Potenz von p, die in ( p pc b ) enthalten ist, exakt 2p . Es gilt also 

          p / ( p pc b )     aber     p //nicht  ( p pc b )     
 
Satz 4/11b: Der Fermat-Ausdruck ( p pc b ) enthält nicht den Faktor p > 2, wenn auch die 
Differenz (c – b) ihn nicht enthält und umgekehrt 
          p nicht/  (c – b)     p nicht/  ( p pc b ) 

Beweis: Folgt aus Satz 4/11a. 
 

Def. 4/g: Wir nennen den Ausdruck p p(a b )  eine Fermat-Summe.   
 
Satz 4/12:  Diese Zerlegung der Fermat-Summe in zwei Faktoren enthält jede Formelsammlung 
          p pa b   (a + b) G(a; b) 
          wobei  G(a; b) = p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1a a b a b a b .......... a b ab b                    
 
Satz 4/13: Wir nehmen an, daß es eine Primzal P gibt, so daß 
          P  / p p(a b ) ,   wobei  P > 2  und  P   p,  sowie  a + b > 2 
Zudem sei  ggT(P; a) = 1       ggT(P; b) = 1 

Es gehören a , b  usw. zur primen Restklassen-Gruppe *
PZ  (P Großbuchstabe) und in dieser gilt 

entweder     
1

ord(a b ) 2


   

oder              
1

ord(a b ) 2 p


    

Beweis: Es gilt in *
PZ  

          
p p

a b 0     

Wir multiplizieren mit 
p

b


 und erhalten 

          
1 p(a b ) 1


               
Es kann sein, daß 

entweder    1a b 1                  
1

ord(a b ) 2


   

oder            
1 p(a b ) 1


             
1

ord(a b ) 2 p


          
 
Satz 4/14:  Es gelte die exakte Teilung für p , wobei  p > 2  und    > 0 

          p // (a + b)     1p // p p(a b )  
Man beachte: Teiler und Exponent sind ein- und dieselbe Primzahl p. 
Beweis: Unter der Annahme, daß ggT(p, a) = 1   ggT(p; b) = 1 folgt aus den exakten Teilungen, 

          
1

a b 1


      in *

p
Z                    ord

1
(a b )


  =  2 

          
1 p(a b ) 1


      in 1
*

p
Z            ord

1 p(a b )


  =  2 

Einem Element mit der Ordnung 2 kann nur entsprechen   

          in der Gruppe *

p
Z   die Zahl      K p 1  ,  mit  ggT(K, p) = 1     Also:  

1
a b K p 1

      

          in der Gruppe 1
*

p
Z   die Zahl   p(K p 1)                                   Also:  

1 p p(a b ) (K p 1)
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Nun ist 
p(K p 1)  =               

                     =  p p 1 2p p p p p
(K p ) (K p ) .......... (K p ) (K p )

0 1 p 2 p 1 p

             
                               

 

Man erhält schließlich 

               = p p ( 1) p 1 (p 1) ( 1) 2 2 ( 1) 1p p
[K p K p .......... K p K] p 1

1 p 2

             
                

 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist zu p teilerfremd, nachdem der letzte Summand K, wie 
angenommen, zu p teilfremd ist, aber alle vorderen Glieder sich durch p teilen lassen. Demnach 
gilt 
          ggT([Ausdruck]; p) = 1 
Also      p(K p 1)   = – 1 mod 1p      aber    p(K p 1)    – 1 mod 2p  

und damit  
1 p(ab ) 1


   in *
1p

Z           aber   
1 p(ab ) 1


     in *
2p

Z   

      1p // ( p p(a b )       
 
Satz 4/15a: Es gilt für p > 2 
             ggT((a + b); p) = p   
dann gilt die Äquivalenz der Teilungseigenschaften 
          p // (a + b)       2p / / p p(a b )  
Beweis: Wegen Satz 1/2  ist ggT(a; b) = 1 und es kann nicht sein, daß 
          ggT(a; p) = p       ggT(b; p) = p 
     Siehe Satz 4.14. Es ist   = 1. 
     In Satz 4/14 ist angegeben, daß die Voraussetzung sein muß    > 0 
Der Wert  = 0 hat keinen Sinn haben, denn das hieße die “Teilung“  
          1 // (a + b)   
Also muß sein   > 0.  

Deshalb ist die minimale Potenz von p, die in p p(a b )  enthalten ist, exakt 2p , und es gilt  

          p //nicht p p(a b )     
 
Satz 4/15b: Es gilt die Äquivalenz für p > 2 
          p nicht/  (a + b)     p nicht/ p p(a b )  

Beweis: Folgt aus Satz 4/15a.     
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Kap. 5.1  Die Fermat-Differenz und ihre Faktorisierung, Fall I A 
 
 

Unter Fermat-Differenz verstehen wir unter anderem den Ausdruck  p pc b . 
Wir nehmen an, daß 
          p nicht/  (a·b·c)     ⇔     p nicht/  a       p nicht/  b       p nicht/  c 

In diesem Fall I A wird angenommen, daß 
          ggT((c – b); p) = 1 
 
Hilfssatz 5.1/1:  Es gilt die Zerlegung, siehe auch Satz 4/8 

a)      p pc b   (c – b)  S(c; b) 

          wobei  S(c; b): = p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1c c b c b c b .......... c b cb b               
b)       S(c; b) > p  
Beweis:  
Zu a)  Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung. 
Zu b) Wegen b > 1   c > 2 ist jeder Summand größer als 1; die Anzahl der Summanden ist p.    
 
Wir fragen in den folgenden Sätzen nach den Eigenschaften der in der Fermat-Differenz 
enthaltenen Primzahlen und bezeichnen sie mit q bzw. P. 
 
Satz 5.1/2:  Es sei gegeben die Primzahl q, mit  q > 2  q p  und es gelte  

          q  / (a – b)  

Dann gilt in der primen Restklassengruppe *
qZ  

          
1

ord(c b )


  = 1 

Beweis: In *
qZ  gilt 

          c b 0         
1

c b 1


         
1

ord(c b )


  = 1 

Über der Form der Primzahlen q kann man keine Aussage machen; sie ist beliebig und muß 
beliebig sein, je nach der freien Wahl von a und b.     

Zudem kann die Potenz 2  in der Differenz enthalten sein, wenn c,  b ungerade sind; also     0 
 
Satz 5.1/3:  Es gelte für alle Primfaktoren P, wobei P  p, die Teilbarkeit   
          P / S(c; b)           P / (cp – bp)       P nicht/  (c – b)           

Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe *
PZ = { a,b, ..........} 

          
1

ord(c b )


  = p 

Beweis: Es gilt 

          
p p
c b 0         

1 p(c b ) 1


      

    entweder  
1

ord(c b )


  = 1   

         oder           
1

ord(c b )


  = p 

Der erste Fall, nämlich 
1

ord(c b )


  = 1 scheidet aus, wegen  P nicht/  (c – b).      

 
Korollar 5.1/4:  Alle Primzahlen P haben die Form     
          P = Kνpκν + 1,  wobei  K  2 N,  ggT(K ; p) = 1  und    N 

oder   P   2  (p) + 1           
Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natürliche Zahl, trivialerweise ohne 0 
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Beweis:  Wir rechnen in der primen Restklassengruppe *
PZ  

Es ist nach Satz 5.1/3 

          
1

ord(c b )


 = p 

Nun gilt nach Satz 4/5 

         ord
1

(c b )


  / ord *
PZ        p / (P – 1)  

so daß jede Primzahl p als Exponent ein Teiler der Ordnung der Gruppe sein muß. 
Also muß jedes P die Form haben 
          P   2 (p) + 1 
An der Form der Primzahlen ändert sich nichts, wenn eine Primzahlpotenz Pγ den Ausdruck 
p p(c b )  teilt. Denn, wenn die Potenz einer Primzahl einen Ausdruck teilt, dann muß ihn auch 

die Primzahl selbst teilen. 

          Pγ  / p p(c b )        P / p p(c b )            

 
Wir setzen nun:  
Statt  q   qµ            µ = 1; 2; 3; ………. 
Dann wird nach Satz 5.1/2 

          c – b = 2 ∏ qµ ,  wobei  µ = 1; 2; 3; ……….                                                                             (5.1 – 1) 

Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.  
Statt  P  PQ             ν = 1; 2; 3; ………. 
Damit ist nach Satz 5.1/3 
         S(c; b) = ∏ Pν ,   wobei ν = 1; 2; 3; ……….                                                                                    (5.1 – 2) 
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten. 
Die Primzahl 2 kann bei (5.1 – 2) wegen Satz 5.1/4 nicht auftreten, also  PQ   2. 
 
Def. 5.1/a: Primzahlen der Firm P = 2  (p) + 1 bezeichne ich als (p) – Primzahlen, wobei  p > 2 
Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natürliche Zahl. P ist notwendigerweise ungerade. 
 
Satz 5.1/5:  Es gilt   
          ggT(qµ; PQ) = 1  für alle ,   

Beweis: Ein Element hat in einer Gruppe genau eine definierte Ordnung. Also muß 
1

(c b )


 ein 

Element in zwei primen Restklassengruppen mit verschiedenen Moduln sein:  

          Entweder  
1

ord(c b )


  = 1   in allen 
1,

*
PZ 

   

          oder          
1

ord(c b )


  = p   in allen 
2,

*
PZ 

  .   

Die beiden Module sind verschiedene Primzahlen, die nur zueinander prim sein können.     
 
Satz 5.1/6: Es gilt 
          ggT((c – b); S(c; b)) = 1 
Beweis: Folgt aus Satz 5.1/5. Außerdem ist die Zahl 2, falls sie in der Differenz enthalten sein 
sollte, zu allen p - Primzahlen prim.     

 
Def. 5.1/b: Fermat-Potenzen sind Potenzen Natürlicher Zahlen mit dem Exponenten p. 
 
Annahme: Die Fermat-Gleichung sei erfüllt, dann muß gelten nach Hilfssatz 5.1/1 und unter 
Verwendungen der Gleichungen (5.1 – 1) und (5.1 – 2)  

          pa  =  (c – b)   S(c; b)                                                                                                                   (5.1 – 3a)            

      pa  = (p)2   ∏ qµ
T   ∏ PQ

T ,  wobei (p)   0      für alle µ, ν                                                   (5.1 – 3b) 

Natürlich müssen alle Faktoren den Exponenten p bzw (p) aufweisen. 
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Satz 5.1/7: Eine Voraussetzung, daß es Natürliche Zahlen a, b und c gibt, welche die Fermat-
Gleichung (1 – 1) erfüllen, ist, daß die Differenz (c – b) eine Fermat-Potenz ist.  
Beweis: Nach Satz 5.1/6 gilt 
            ggT((c – b); S(c; b)) = 1 
Wegen dieser Primheit muß jeder der beiden Faktoren von (5.1 – 3a) eine Fermat-Potenz sein. 
Danach können die Zahlen c und b also nicht beliebig gewählt werden, sondern ihre Differenz 
muß eben eine Fermat-Potenz sein, sonst ist „Fermat“ von vornherein nicht erfüllbar.     
 
Def. 5.1/c: Aus diesem Grunde können wir den ersten der Faktoren von (5.1 – 3a) vereinfacht als 
Fermat-Potenz schreiben: 

          c – b = px  
 
Def.: 5.1/d: Der zweite Faktor von Gleichung (5.1 – 3a) ist ebenso eine Fermat-Potenz und wir 
können vereinfacht schreiben: 

          S(c; b) = pX  
 
Damit ist 

          pa = px pX                                                                                                                                           (5.1 – 4) 
 
Nach Satz 5.1/6 gilt 
          ggT(x; X) = 1 
  
Aus der Annahme  ggT((c – b); p) = 1  folgt im Übrigen nach Satz 4/11b  

          p nicht/  ( p p
c b )  

Falls “Fermat” erfüllt wäre, wäre damit auch           

          p nicht/  a 

 
 
Wichtiger Nachtrag: 
 
Der Fall 
          cT –  aT   (c – a)  S(c; a)                                                                                            nach Hilfssatz 5.1/1 
braucht nicht extra behandelt zu werden. Er folgt durch Vertauschung der beiden Summanden a 
mit b in der Fermat-Gleichung (1 – 1). 
Es können alle Sätze dieses Kapitels sinngemäß übernommen werden. Ebenso die Definitonen. 
 
Def. 5.1/e: Es ist nach Def. 5.1/c 
          c – a = yT 
 
Def.: 5.1/f: Es ist nach Def. 5.1/d 
          S(c; a) = YT 
 
Damit ist 
          bT = yT · YT                                                                                                                                         (5.1 – 5) 
 
Nach Satz 5.1/6 gilt 
          ggT(y; Y) = 1 
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Kap. 5.2  Die Fermat-Differenz und ihre Faktorisierung, Fall I B  
 
 

Unter Fermat-Differenz verstehen wir unter anderem den Ausdruck  p pc b . 
Wir nehmen an, daß  
          p / a·b·c     ⇐     p / a       p /nicht b       p /nicht c 
Es wird in diesem Fall I B angenommen, daß 
          ggT((c – b); p) = p 
 
Hilfssatz 5.2/1a: Es gilt die Zerlegung, siehe auch Satz 4/8 

a)       p pc b   (c – b) T(c; b)        

          wobei  T(c; b): = p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1c c b c b c b .......... c b cb b               
b)       T(c; b) > p     

Beweis:  
Zu a)  Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung. 
Zu b) Wegen b > 1   c > 2 ist jeder Summand größer als 1; die Anzahl der Summanden ist p.    
 
Lemma 5.2/1b:   
a)  Unter der Bedingung, daß  ggT((c – b); p) = p,  kann angenommen werden, daß die exakte 

Teilung gilt für p , wobei  p > 2  und    > 0 

          p // (c – b)     1p // p p(c b )  

b) Damit gilt 
          p  // T(c; b) 
Beweis:  
Zu a) Siehe Satz 4/10.    
Zu b) Folgt aus Hilfssatz 5.2/1a und Lemma 5.2/1b.     

 
Wir untersuchen die in der Differenz (c – b) enthaltenen Primfaktoren und nennen diese q 
Satz 5.2/2:  Es gelte für alle Primfaktoren q die Teilbarkeit, wobei q p  und q   2 
          q / (c – b) 

Dann gilt in der Gruppe *
qZ  

          
1

ord(c b )


  = 1 

Beweis: In der primen Restklassengruppe *
qZ  gilt 

          c b 0         
1

c b 1


         
1

ord(c b )


  = 1 

Die Primzahlen q können eine beliebige Form haben. Siehe auch Satz 5.1/2    

 
Wir untersuchen die Primzahlen, die T(c; b) teilen, und nennen sie P 
Satz 5.2/3:  Es gelte für die Primfaktoren P, wobei P  p, die Teilbarkeitseigenschaft   
          P / T(c; b)           P / (cp – bp)      P nicht/  (c – b)   

Dann gilt in  der primen Restklassengruppe *
PZ  

         
1

ord(c b )


  = p 

Beweis: Siehe Satz 5.1/3      
     
Korollar 5.2/4: Diese Primzahlen  haben die Form; es sind  (p) – Primzahlen.     
          P =  Kpκν  + 1,  wobei  K 2 N,  ggT(K ; p) = 1  und  N \ 0 

oder   P   2  (p) 1          
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Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natürliche Zahl, ohne 0. 
Beweis: Siehe Satz 5.1/4    
Wir setzen nun:  
Statt  q   qµ            µ = 1; 2; 3; ………. 
Dann wird nach Satz 5.2/2 

         c – b = 2  p ∏ qµ ,  wobei     0                                                                                           (5.2 – 1) 

Statt  P   PL             ν = 1; 2; 3; ………. 
Damit ist nach Satz 5.2/3 und unter Berücksichtigung des Lemmas 5.2/1b 
         T(c; b) = p ∏ Pν                                                                                                                             (5.2 – 2) 
Die Primzahl 2 kann bei (5.2 – 2) wegen Satz 5.2/4 nicht auftreten; also  PL   2.  
Die Primzahl p muß auftreten, weil ggT((c – b); p) = p angenommen wurde; also  > 0     
 
Satz 5.2/5: Es sind  zueinander prim 
          ggT(qµ; PL) = 1   für alle ,     

Beweis: Siehe Satz 5.1/5               
 
Satz 5.2/6: Es gilt  
          ggT((c – b); T(a; b)) = p 
Beweis: Folgt aus Lemma 5.2/1b. Siehe auch die Gleichungen (5.2 – 1) und (5.2 – 2). 
Außerdem ist die Zahl 2, sollte sie in (5.2 – 1) auftreten, zu allen (p) – Primzahlen prim.     

 
Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 – 1) sei erfüllt, dann muß gelten nach Hilfssatz 5.2/1a und 
unter Verwendung der Gleichungen (5.2 – 1) und (5.2 – 2), wobei alle Exponenten den Wert p 
bzw. (p) annehmen.  

          pa  =  (c – b)   T(c; b)                                                                                                                    (5.2 – 3a) 

      pa  = (p)p  (p)2 ∏ qµ
N
∏ PL

N     für alle µ, ν                                                                            (5.2 – 3b) 

 
Satz 5.2/7: Wenn es Natürliche Zahlen a, b, und c geben sollte, welche die Fermat-Gleichung  
(1 – 1) erfüllen, dann ist die Voraussetzung, daß die Differenz (c – b) eine Fermat-Potenz ist – mit 
einer Ausnahme, nämlich der Exponent von p ist  ((p) – 1) und nicht p. 
Beweis: Nach Satz 5.2/6 gilt die eingeschränkte Primheit 
        ggT((c – b); T(c; b)) = p 
Wegen dieser eingeschränkten Primheit müssen beide Faktoren von (5.2 – 3a) je eine Fermat-
Potenz sein – mit Ausnahme eben es Exponenten von p. Die Argumente c und b können also nur 
so gewählt werden, daß ihre Differenz diesen Vorgaben entspricht. Sonst ist die Fermat-
Gleichung von vornherein nicht zu erfüllen.    

 
Def. 5.2/a: Aufgrund von Satz 5.2/7 definieren wir, als Vereinfachung von Gleichung (5.2 – 1) 

          c – b = (p) 1 pp x   

 
Def. 5.2/b: Weiterhin definieren wir als weitere Vereinfachung von Gleichung (5.2 – 2) 

          T(c; b) = pp X   

 
Damit folgt aus den Gleichungen (5.2 – 3a) und (5.2 – 3b)  

          pa  = xN · p(N) · XN,  wobei hier  (p) > 0                                                                                      (5.2 – 4) 
 
Es gilt nach nach den Def. 5/2a und 5/2b und den Sätzen 5.2/2 und 5.2/3: 
          ggT(p; x) = 1       ggT(p; X) = 1      ggT(x; X) = 1 
  
Aus der Annahme  ggT((c – b); p) = p  folgt im Übrigen nach Satz 4/10 oder auch Satz 4/11a  

          p / ( p p
c b )     p / a    falls „Fermat“ erfüllt wäre. 
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Wichtiger Nachtrag 
 
Der Fall 
          cN –  aN   (c – a) T(c; a)                                                                                           nach Hilfssatz 5.2/1 
braucht nicht extra behandelt zu werden. Er folgt durch Vertauschung der beiden Summanden a 
mit b in der Fermat-Gleichung (1 – 1). 
Es können alle Sätze dieses Kapitels sinngemäß übernommen werden. Ebenso die Definitonen. 
 
Def. 5.2/c: Es ist nach Def. 5.2/a 
          c – a = p(N)U V · yN 
 
Def.: 5.2/d: Es ist nach Def. 5.2/b 
          S(c; a) = p ·YN 
 
Damit ist 
          bN = p(N)· yN · YN                                                                                                                               (5.2 – 5) 
 
Nach Satz 5.2/ 5 oder 5.2/6 gilt 
          ggT(y; Y) = 1 
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Kap. 5.3  Die Fermat-Summe und ihre Faktorisierung, 1. Fall 
 
 

Unter Fermat–Summe verstehen wir den Term p pa b . 
Wir nehmen an, daß 
          p nicht/  (a·b·c)     ⇔     p nicht/  a       p nicht/  b       p nicht/  c 

In diesem 1. Fall muß gelten, wegen  p nicht/  c 

          ggT((a + b); p) = 1 
 
Hilfssatz 5.3/1: Der Fermat-Ausdruck läßt sich in zwei Faktoren zerlegen 

a)       p pa b    (a + b) G(a; b) 

          wobei  G = G(a; b): =  p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1a a b a b a b ..... ..... a b ab b                 
b)  Es gilt G > 1 
Beweis: 
a)  Ohne Beweis. Die Zerlegung findet sich in jeder Formelsammlung. 
b)  Es muß  G > 1  sein, denn es ist   

          p pa b  > a + b     

 
Wir fragen in den folgenden Sätzen nach den Eigenschaften der in der Summe enthaltenen Prim-
zahlen, die wir mit q bzw. P bezeichnen. 
 
Satz 5.3/2:  Es sei gegeben die Primzahl q, mit  q > 2  q p  und es gelte  

          q / (a + b) 

Weiterhin sei *
qZ  = { a,b, ..........} die Gruppe der primen Restklasse.  

Dann gilt  

          
1

ord(a b ) 2


   in *
qZ   

Beweis:  Es ist demnach in Zq
*   

         a b  0        a b  
1

1     

     ord ( )a b
1

= 2 

Damit ( )a b
1

 in zwei verschiedenen primen Restklassen-Gruppen 

entweder  ord ( )a b
1

 = 1     oder     ord ( )a b
1

 = 2  

Die Form der Primzahlen ist beliebig, je nach Wahl von a und b.  
Falls a und b je ungerade sind, kann in der Summe auch eine Potenz der Zahl 2 auftreten.     
 
Satz 5.3/3:  Es gelte für eine Primzahl P, wobei  P > 2  P p  

           P / G       P / ( p p
a b )      P /nicht (a + b),  

und es sei die Gruppe ihrer Restklasse *
PZ = { a,b, ..........}. 

Dann ist  

          
1

ord(a b ) 2 p


     in *
PZ  

Beweis:  Es gilt in *
PZ  

          
p p
a b 0         

1 p(a b ) 1


           

Unter der Berücksichtigung, daß 
1

ord(a b ) 2


   nicht zutreffen kann, da 
1

a b 1


    wegen 

          P /nicht (a + b)    a b 0   in *
PZ    
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folgt daraus 

          
1

ord(a b ) 2 p


     in  *
PZ       

 
Korollar 5.3/4:  Die Primzahlen P sind (p) – Primzahlen und haben die Form 

          P = 2 L p 1
   ,  wobei  p > 2,  LD∈ N,  ggT(L ; p) = 1  und  λ ∈ N ohne 0 

oder   P   2  (p) + 1 
Beweis:  Die Ordnung eines Elements ist nach Satz 4.5  stets ein Teiler der Ordnung der primen 
Restklassen-Gruppe. 

          
1

ord(a b )


  / ord *
PZ    

      (2  p)  /  (P – 1) 

wobei nach Satz 4/1  ord *
PZ  = P – 1  

Somit kann die Primzahl P nur die besagte Form haben.  
 
Auch wenn eine Potenz der Primzahl von P den Faktor G teilt ändert sich nichts an der Form der 
Primzahl P. Wenn nämlich gelten sollte  

          P / G     P / G          

      
p p
a b 0    in *

P
Z     

p p
a b 0   in *

PZ  

Also muß wiederum die Teilung möglich sein 
         (2  p)  /  (P – 1)     

 
Wir setzen nun:  
Statt  q   qµ            µ = 1; 2; 3; ………. 
Dann wird nach Satz 5.3 – 2  

          a + b = 2 ∏ qµ ,  wobei  µ = 1; 2; 3; ……….                                                                            (5.3 – 1) 
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten.  
Statt  P   PN             ν = 1; 2; 3; ………. 
Damit ist nach den Sätzen von 5.3 – 3 und 5.3- 4 
         G(a; b) = ∏ PN ,   wobei ν = 1; 2; 3; ……….                                                                                   (5.3 – 2) 
Jede Primzahl kann mehrfach auftreten. 
Die Primfaktor 2 kann bei Gleichung (5.3 – 1), aber nicht bei Gleichung (5.3 – 2) auftreten, und 
zwar wegen Satz 5.3/4 auftreten, also  PN   2. 
 
Satz 5.3/5:  Für alle Primzahlen q  und P  mit den in den Sätzen 5.3/2 und 5.3/3  angeführten 

Teilungseigenschaften, gilt 
          ggT(q ; P ) = 1 

Beweis: Das Elemente 
1

(a b )


  hat in primen Restklassen-Gruppen Zq
*  die Ordnungen entweder 

1 oder 2, in allen *
PZ  aber die Ordnung (2 p). Also müssen die entsprechenden Module 

verschieden sein.     

 
Satz 5.3/6: Es gilt, unabhängig ob die Summe (a + b) eine gerade oder ungerade Natürliche Zahl 
ist 
           ggT((a + b); G(a; b)) = 1 
Beweis: Folgt aus Satz 5.3/5. Außerdem ist die Zahl 2 zu allen (p) – Primzahlen prim.     

 
Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 – 1) sei erfüllt, dann muß gelten nach Hilfssatz 5.3 – 1 und 
unter Verwendung der Gleichungen (5.3 – 1) und (5.3 – 2) 

          pc  = (a + b) G(a; b)                                                                                                                     (5.3 – 3a) 
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     pc  = 2(S)  pq


  pP


                                                                                                              (5.3 – 3b) 

Alle Faktoren müssen den Exponenten p bzw. (p) aufweisen. 
 
Satz 5.3/7 Eine Voraussetzung, daß es Natürliche Zahlen a, b und c gibt, welche die Fermat-
Gleichung (1 – 1) erfüllen, ist, daß die Summe (a + b) eine Fermat-Potenz ist.  
Beweis: Nach Satz 5.3/6 gilt 
            ggT((a + b); G(a; b)) = 1 
Wegen dieser Primheit muß jeder der beiden Faktoren von (5.3 – 3a) eine Fermat-Potenz sein.    
Danach können die Zahlen a und b nicht beliebig gewählt werden, sondern ihre Summe muß 
eben eine Fermat-Potenz sein, sonst ist „Fermat“ von vornherein nicht erfüllbar.     
 
Def. 5.3/a: Aus diesem Grunde können wir die ersten beiden Faktoren von (5.3 – 3a) vereinfacht 
als Fermat-Potenz schreiben: 

          a + b = pz  
 
Def.: 5.3/b: Der dritte Faktor von Gleichung (5.3 – 3a) ist ebenso eine Fermat-Potenz und wir 
können vereinfacht schreiben: 

          G(a; b) = pZ  
 
Damit ist 

          pc  = pz pZ                                                                                                                                           (5.3 – 4) 
 
Nach Satz 5.3/6 gilt 
          ggT(z; Z) = 1 
  
Aus der Annahme  ggT((a + b); p) = 1  folgt im Übrigen  

          p nicht/ pc   

Falls “Fermat” erfüllt wäre. 
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Kap. 5.4  Die Fermat-Summe und ihre Faktorisierung 2. Fall 
 
 
Wir nehmen an, daß 
          p / a·b·c     ⇐     p /nicht a       p /nicht b       p / c 

Unter Fermat-Summe verstehen wir den Term p pa b . 
In diesem 2. Fall muß gelten, wegen p / c 
          ggT((a + b); p) = p 
 
Hilfssatz 5.4/1a: Der Fermat-Ausdruck läßt sich in zwei Faktoren zerlegen 

a)       p pa b    (a + b) H(a; b) 

          wobei  H = H(a; b): =  p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1a a b a b a b ..... ..... a b ab b                 
b)  Es gilt H > 1 
Beweis: Siehe Hilfssatz 5.3/1     

 
Lemma 5.4/1b:   
a)  Unter der Bedingung, daß  ggT((a + b); p) = p,  kann angenommen werden, daß die exakte 

Teilung gilt für p , wobei  p > 2  und    > 0 

          p // (a + b)       1p // p p(a b )  

b) Damit gilt 
          p  // H(a; b) 
Beweis:  
Zu a) Siehe Satz 4/14.    
Zu b) Folgt aus Hilfssatz 5.4/1a.     
 
Wir fragen in den folgenden Sätzen nach den Eigenschaften der in der Fermat-Summe 
enthaltenen Primzahlen  und bezeichnen sie mit q bzw. P. 
 
Satz 5.4/2:  Es sei gegeben die Primzahl q, mit  q > 2  q p  und es gelte  

          q  / (a + b)  

Weiterhin sei *
qZ  = { a,b, ..........} die Gruppe der primen Restklasse.  

Dann gilt  

          
1

ord(a b ) 2


   in *
qZ   

Beweis: Siehe Satz 5.3/2.  Über der Form der Primzahlen q läßt sich nichts aussagen.     

 
Satz 5.4/3:  Es gelte für eine Primzahl P, wobei  P > 2  P p  

           P / H       P / ( p p
a b )       P /nicht (a + b),  

und es sei die Gruppe ihrer Restklasse *
PZ = { a,b, ..........}. 

Dann ist  

          
1

ord(a b ) 2 p


     in *
PZ  

Beweis:  Siehe Satz 5.3/3      
 
Korollar 5.4/4:  Die Primzahlen P haben die Form; sie sind also (p) – Primzahlen  

          P = 2 L p 1
   ,  wobei  p > 2,  EF ∈ N,  ggT(L ; p) = 1  und  λ ∈ N ohne 0 

oder   P   2  (p) +1 
Beweis:  Siehe Satz 5.3/4     
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Insgesamt existieren damit höchstens vier, mindestens aber drei verschiedene Primzahlen-Arten 
mit folgendem Teilungsverhalten: 
Falls a und b je ungerade sind. kann ein weiterer Teiler der Fermat-Summe noch die Primzahl 2 
sein. Sie kann nur in der Summe (a + b) auftreten, da sie sicher nicht die Form 2  (p) +1 hat. 

                            2 // ( a + b),  wobei    0 
Nachdem ggT((a + b); p) = p angenommen wurde, muß die Primzahl p sowohl in der Summe  
(a + b) als auch im Term H(a, b) (siehe Lemma 5.4/1b) auftreten.  

                            p // (a + b)       1p // ( p pa b ) 

Statt q verwenden wir nun q , wobei   = 1; 2; 3; ….. 

          q   q      q    p     q    2         q  / (a + b)                                                  für alle   

Statt P verwenden wir nun P , wobei    = 1; 2; 3;…..   

        P   P        P   p        P  / H     P  / ( p p
a b )   aber   P  /nicht (a + b)    für alle   

 
Satz 5.4/5:  Für alle Primzahlen q  und P  mit den in den Sätzen 5.4/2 und 5.4/3  angeführten 

Teilungseigenschaften, gilt 
          ggT( q ; P ) = 1 

Beweis: Das Elemente 
1

(a b )


  hat in primen Restklassen-Gruppen Zq
*  die Ordnung 2 (bzw. 1), 

in allen *
PZ  aber die Ordnung (2 p). Also müssen die entsprechenden Gruppen verschiedene 

Module (Primzahlen) haben.     
 
Satz 5.4/6: Es gilt aber 
           ggT((a + b); H(a; b)) = p 
Beweis: Folgt aus Satz 5.4/5 in Verbindung mit Lemma 5.4/1b. Außerdem können wegen Satz 
5.4/3 Potenzen der Zahl 2 nur in der Summe (a + b) auftreten; sie ist zu allen (p) –Primzahlen 
prim.       
 
Annahme: Die Fermat-Gleichung (1 – 1) wäre erfüllt; zu den gewählten Argumenten a und b 
gäbe es eine natürliche Zahl c, dann gilt 

          pc  = (a + b)   H(a; b) 
In diesem Fall ist die Summe nach Satz 5.4/2 

          a + b = 2(Q) (p) 1 pp q




 ,   wobei  (p) > p                                                                                (5.4 – 1) 

und die Funktion nach Satz 5.4/3 

          H(a; b) = pp P


                                                                                                                             (5.4 – 2) 

Wobei der Exponent vom Primfaktor p wegen Lemma 5.4/1b in beiden Termen aus der Reihe 
tanzt. 
 
Satz 5.4/7: Als Voraussetzung für die Erfüllbarkeit von „Fermat“ muß die Summe (a + b) eine 

Fermat-Potenz sein, ausgenommen der Faktor (p) 1p  .  

Beweis: Nach Satz 5.4/6 gilt 
            ggT((a + b); H(a; b)) = p 
Wegen dieser eingeschränkten Primheit müssen die Gleichungen (5.4 – 1) und (5.4 – 2) je eine 
Fermat-Potenz sein – mit Ausnahme eben des Exponenten von p. Die Argumente a und b können 
also nur so gewählt werden, daß ihre Summe diesen Vorgaben entspricht. Sonst ist die Fermat-
Gleichung von vornherein nicht zu erfüllen.    
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Def. 5.4/a: Wir können deshalb definieren und damit vereinfachen 

           a + b = (p) 1 pp z   

 
Def. 5.4/b: Weiterhin definieren und vereinfachen wir 

          H(c; b) = pp Z   

Damit ist 
          cQ = p(Q)   zQ ZQ                                                                                                                                (5.4 – 3) 
 
Es gilt nach den Sätzen 5.4/2, 5.4/3 und 5.4/5: 
          ggT(p; z) = 1       ggT(p; Z) = 1      ggT(z; Z) = 1 
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Kap. 6.1  Beweis von Fall I A  
 

 
Wir nehmen an, daß unter nachstehenden Voraussetzungen gilt die Fermat-Gleichung 

          F1(a, b, c; p)          p p pa b c                                                                                                    (6.1 – 0/1) 

Es soll keines der Argumente durch die Primzahl p, mit p > 2, teilbar sein: 

          p nicht/  (a·b·c)     ⇔     p nicht/  a       p nicht/  b       p nicht/  c 

         
Damit sind die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, jedoch nicht hinreichenden 

Bedingungen) für eine mögliche Erfüllbarkeit der Fermat-Gleichung:  

1)   c – b = px           nach Def. 5.1/c                ggT((c – b); p) = 1                                                  (6.1 – 1a) 

2)   c – a = py           nach Def. 5.1/e                ggT((c – a); p) = 1                                                  (6.1 – 1b) 

3)   a + b = pz          nach Def. 5.3/a                ggT((a + b); p) = 1                                                (6.1 – 1c) 

 
Eigenschaften der Argumente a, b, c und der Potenzen von x, y, z 
Die Argumente a, b und c können wegen der Hilfssätze 5.1/1 und 5.3/1 keine Primzahlen sein.  

 

Satz 6.1/1: Zwei Argumente a, b, c müssen ungerade sein, eine muß eine gerade natürliche Zahl 
sein. Dieselbe Eigenschaft muß auch das Tripel x, y, z haben. 

Beweis: Bei der Verteilung der geraden (g) und ungeraden (u) Zahlen auf die Argumente gibt es 
drei Möglichkeiten: 
1)  (a,  b, c)       (g, u, u) 

Dann ist    

          c – b     g          Also   px      g 

          c – a     u                     py      u 

          a + b     u                    pz      u 

2)  (a, b, c)       (u, g, u) 

Dann ist (geht durch Vertauschung von a mit b hervor.) 

          px     u 

          py     g 

          pz     u 

3)  (a, b, c)       (u, u, g) 

Dann ist     

          c – b     u          Also   px      u 

          c – a     u                     py      u 

          a + b     g                    pz      g         

 
Satz 6.1/2: Die Zahlen x, y, z sind paarweise zueinander prim und damit auch deren Potenzen. 

Beweis: Es gilt dieses Teilungsverhalten, erkennbar aus den obigen Gleichungen (6.1 – 1a, b, c)    

         px  / pa        yC / pb        pz  / pc  

Nachdem die Argumente a, b, c (und ihre Potenzen) paarweise zueinander prim sind, wie ange-

nommen und gefordert, sind es auch deren Teiler, diese Potenzen.     

 

Zusammenhang der Argumente a, b und c mit den Potenzen 
px , py  und 

pz . 

Aus den Gleichung (6.1 – 1a) und (6.1 – 1b) folgt 

          b  + px  = a  + py  

⇔      I)   a – b = px – py  
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          II)  a + b = pz      

Durch Addition von I) mit II) 

⇔    2 a = px – py  + pz                                                                                                                            (6.1 – 2a) 

Durch Subtraktion von I) von II) 

⇔    2 b = – px  + py  + pz                                                                                                                      (6.1 – 2b) 

Durch Einsetzen in 1) oder 2) 

⇔    2 c = px  + py  + pz                                                                                                                           (6.1 – 2c) 

 
Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdrücke auf der rechten Seite gerade Natürliche Zahlen. Demnach 

sind die Argumente a, b, c Natürliche Zahlen und müssen Terme solcher Potenzen sein. Das sind 
die notwendigen Bedingungen für die Erfüllbarkeit der  Fermat-Gleichung (6.1 – 0). Wegen ihrer 

Wichtigkeit bezeichne ich diese Gleichungen als Hauptgleichungen des Fermat-Problems. 
Zugegeben, sie sind auch von einer gewissen „Schönheit, einer mathematischen“. 

 
Wiederholung von Kap. 1), nach Bedarf abgeändert: n → p 

Nach Satz 1/1: Damit die Fermat-Gleichung 

          p p pa b c                                                                                   

überhaupt aufgestellt werden kann, muß gelten 
          a + b > c. 

Beweis: Annahme:  
          a + b  c 
     (a + b)C ≤ cC 

Nun ist 
          aC + bC <  (a + b)C,   für p > 1     

Dann wäre 
          aC + bC < cC 
im Widerspruch zur Forderung. Also ist die Behauptung richtig.     

 
Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels x, y, z müssen der – äußerst wichtigen – Ungleichung 

genügen 

          px + py  < pz                                                                                                                                     (6.1 – 3a) 

Beweis: Damit die Fermat-Gleichung 

          p p pa b c                                                          

überhaupt aufgestellt werden kann, muß nach Satz 1/1 gelten 
          a + b > c       c – (a + b) < 0 

Wir bilden von den Gleichungen (6.1 – 1a, b, c) die Summe von 1) mit 2) und subtrahieren 3).  

Damit erhalten wir 

          2 [c – (a + b)] = px + py  – pz     

Nachdem gelten muß   
          2 [c – (a + b)] < 0 

ist es notwendig und hinreichend, daß 

   ⇔   px  + py  < 
pz       

 

Satz 6.1/4a: Weiterhin gilt die Teilung 

          z / (xp + yp),  wobei z > max(x; y)                                                                                             (6.1 – 3b) 

Beweis: Es gilt nach Gleichung (5.3 – 4) 

          pc  = pz pZ  

also gilt die Teilung 

          pz  / cp   ⇔   z / c 
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Nun ist nach (6.1 – 2c) 

       2 c = px  + py  + pz   

Damit gilt, nachdem z > 2  
          z / (xp + yp)     

 

Man kann Natürliche Zahlen x, y, z wählen und damit die Argumente a, b, c berechnen. Dabei 
müssen die Zahlen paarweise zueinander prim sein und den Forderungen der Sätze 6.1/3 und 

6.1/4 genügen. Trotz der gewählten paarweisen Primheit der Zahlen x, y, z ist nicht 
gewährleistet, daß auch die berechneten Argumente a, b, c paarweise prim sind. Damit ist eine 

Fermat-Gleichung von vornherein nicht gegeben. Umgekehrt aber ist die paarweise Primheit der 
Argumente a, b, c nach Satz 6.1/2 hinreichend für jene der Zahlen x, y, z. 

 

Wir nehmen nun an, daß eine weitere Fermat-Gleichung existiert 
          F2(A, B, C; p)           Ap + Bp = CP                                                                                               (6.1 – 0/2) 
Und zwar unter den obigen Voraussetzungen, daß die Argumente ebenfalls paarweise prim sind 

und daß ebenfalls keines der Argumente durch die Primzahl p, mit p > 2, teilbar ist: 

          p nicht/  (A·B·C)     ⇔     p nicht/  A       p nicht/  B       p nicht/  C 

 

Die notwendigen Bedingungen für die Existenz dieser Fermat-Gleichung sind die 

Hauptgleichungen, die wir wie folgt aussehen 

          2 A = px – py  + OP
Q

                                                                                                                          (6.1 – 4a) 

          2 B = – px  + py  + OP
Q

                                                                                                                     (6.1 – 4b) 

          2 C = px  + py  + OP
Q

                                                                                                                         (6.1 – 4c) 

 

Satz 6.1/4b:  zg muß nach Satz 6.1/4a ein Teiler des Termes ( px  + py ) sein.  

Wir müssen die Existenz eines zweiten Teilers  zg  des Termes ( px  + py ) nachweisen. 

Beweis: Dabei genügt es, eine allein hinreichende Bedingung anzugeben. 

Diese hinreichende Bedingung liefert nach Hilfssatz 5.3/1 die Zerlegung des Terms in zwei 
Faktoren:  
          xp + yp = (x + y) · G(x, y),  wobei  ggT((x + y), G(x , y)) = 1 
Demnach hat dieser Term mindestens zwei, sogar zu einander prime, Teiler, nämlich 

          (x + y)  und  G(x, y) 
Es könnte also sein 

          z ≡ z1 = x + y                                                                                                                                    (6.1 – 5a) 
          zg ≡ z2 = G(x, y)                                                                                                                               (6.1 – 5b) 

Nach Satz 6.1/3 müssen sie diese Ungleichungen erfüllen 
Im 1. Fall z 

           xp + yp < (x + y)p                                                                                                                           (6.1 – 6a)  
Im 2. Fall zg 

          xp + yp < (G(x, y))p                                                                                                                         (6.1 – 6b) 

Diese Ungleichungen sind erfüllt und die Existenz von zg ist damit gezeigt.     

 

Es ist G(x, y) wegen  Satz (5.3/3) und Gleichung (5.3 – 2) stets eine ungerade Zahl. 
Unter Umständen könnten auch Teiler von (x + y) und G(x, y) gewählt, unter der Voraussetzung, 

daß damit obige Ungleichungen und folgende Bedingungen erfüllt werden können. 
 

Zu Satz 6.1/1: Zwei Tripel x, y, zg müssen ungerade sein; nach Gleichung (6.1 – 4c) möglich. 
 

Zu Satz 6.1/2: Die Zahlen x, y, zg sind paarweise zueinander prim, damit auch deren Potenzen. Sie  
sind nämlich jeweils Teiler der Argumente A, B, C, die ebenfalls zueinander paarweise prim sind.    

         px  / Ap       yC / Bp       zS
C

 / Cp 
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Wichtiger Hinweis:   

Wäre nur eine der Aussagen der Sätze 6.1/2, 6.1/3 und 6.1/4 nicht erfüllt, dann wäre die Fermat-
Gleichung (6.1 – 0/2) von vorn herein nicht erfüllbar. Wir haben aber gezeigt, daß diese 

Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daß trotzdem die Fermat-Gleichung 
(6.1 – 0/2) nicht erfüllt werden kann. Und dieser Beweis ist jener von Satz 6.1/6. 
 
Aus den Hauptgleichungen kann man ermitteln  

1)   C – B = px           nach Def. 5.1/c                ggT((C – B); p) = 1                                                (6.1 – 7a) 
Folgt durch Subtraktion der Gleichung (6.1 – 4c) mit (6.1 – 4b)   

2)   C – A = py          nach Def. 5.1/e                ggT((C – A); p) = 1                                                 (6.1 – 7b) 

Folgt durch Subtraktion der Gleichung (6.1 – 4c) mit (6.1 – 4a)   

3)   A + B = zS
C

          nach Def. 5.3/a                ggT((A + B); p) = 1                                               (6.1 –7c) 

Folgt durch Addition der Gleichung (6.1 – 4a) mit (6.1 – 4b) 

 
Wir vergleichen (6.1 – 7a) mit (6.1– 1a).    
Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, nämlich  xp. Dann gilt 

         C – B = c – b                                                                                                                                       (6.1 – 8a)  
Wir vergleichen (6.1 – 7b) mit (6.1– 1b).    

Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, nämlich yp. Dann gilt  
          C – A = c – a                                                                                                                                      (6.1 – 8b)  

Das ist nur möglich, wenn 
          A = a + m                                                                                                                      (6.1 – 9a) 

          B = b + m                                                                                                                      (6.1 – 9b)   
          C = c + m,   wobei  m ∈ 2ℕ \ 0                                                                                  (6.1 – 9c) 
 
Im Nachhinein kann man zeigen, daß die Argumente A, B, C paarweise prim sind, falls  

(6.1 – 0/2)  eine Fermat-Gleichung sein soll. 
Wenn gilt ggT(c; b) = 1, dann gilt wegen (6.1 – 8a) auch ggT(C; B) = 1  

Wenn gilt ggT(c; a) = 1, dann gilt wegen (6.1 – 8b) auch ggT(C; A) = 1 
Sollte sich um eine Fermat-Gleichung wie (1 – 1) handeln, dann gilt auch  

          ggT(A; C) = 1     ∧     ggT(B; C) = 1  

 

Eigenschaft der „Verschiebungszahl“ m 
 
Es muß angenommen werden, daß m eine gerade Natürliche Zahl ist. 

Wäre m ungerade, dann wären zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natürliche Zahlen, 
nachdem angenommen wurde, daß von den Zahlen a, b, c zwei ungerade sein müssen. In diesem 
Falle wäre die Fermat-Gleichung F2 von vornherein nicht erfüllbar. 

Ist die Zahl m dagegen gerade, dann könnte F2 durchaus eine erfüllbare Fermat-Gleichung 
darstellen.  

 

Daraus ergibt sich eine weitere Bedingung für zS
C

. 

Aus Gleichung (6.1 – 8c) und den Gleichungen (6.1 – 2c) und (6.1 – 4c) folgt 

          zS
C

 = zp + m,  wobei  m ∈ 2 ℕ \ 0                                                                                                (6.1 – 10) 

Nachdem m als gerade angenommen wurde, nicht ohne Grund, sind also z und zg entweder beide 

gerade oder ungerade. Eine Bestätigung von Satz 6.1/1. 

 

Zu Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels x, y, zg müssen der – äußerst wichtigen – Ungleichung 
genügen 

          px + py  <  zS
C

    

Diese Ungleichung gilt, denn nach Gleichung (6.1 – 10) ist 

          px + py  < pz  < zS
C
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Wir wollen wir nun zeigen, daß unter der  A n n a h m e, daß erfüllbar ist die Fermat-Gleichung 

          F1   p p pa b c                                                                                                            (6.1 – 0/1) 

die weitere Fermat-Gleichung  

          F2   p p pA B C                                                                                                             (6.1 – 0/2) 

aber  n i c h t  erfüllt werden kann ist. 
Wir setzen dabei voraus, daß die Bedingungen, die an das Argumente zg, gestellt wurden, 
gegeben sind. Dazu benötigen wir zunächst den   

 
Hilfssatz 6.1/5: Angenommen, es gelte  
          ap + bp = cp 

Dann existieren die Ungleichungen 
          a(p – k) + b(p – k) > c(p – k)  für k = 1, 2, 3, ………. (p – 1) 

Beweis: Es ist 
          a + b > c   und   c > max(a, b)   

Würde die „umgedrehte“ Ungleichung gelten  
                          ap – 1 + bp – 1 ≤ cp – 1  

Dann wäre zunächst nach Multiplikation mit c 

                          ap – 1 · c + bp – 1 · c  ≤  cp – 1 · c      

und weiter 

                          ap – 1 · a + bp – 1 · b  <  ap – 1 · c + bp – 1 · c   ≤  cp – 1 · c 

Also es wäre     

                         ap + bp < cp   
im Widerspruch zur Annahme, daß 

          ap + bp = cp 

Also muß auch gelten 
          ap – 1  +  bp – 1  > cp – 1  

Und in einem weiteren Schritt abwärts kann ebenso nur gelten 
          ap – 2 + bp – 2 > cp – 2 

Wäre dagegen      
          ap – 2 + bp – 2 ≤ cp – 2 

Dann wäre analog nach obiger Herleitung  
          ap – 1 + bp – 1 < cp – 1  

was mit dem Vorhergehenden im Widerspruch wäre. 
Wir können einen Abstieg machen bis zuletzt k = (p – 1), dann gilt wie bekannt nach Satz 1.1 

          a + b > c     

 

Satz 6.1/6: Annahme: Es sei erfüllt die Fermat-Gleichung 

          F1   p p pa b c       

Wir behaupten:  

Dann kann nicht erfüllt werden 

          F2   p p pA B C    

Sondern es gilt, wenn    
          A = a + m  und  B = b + m  sowie  C = c + m,   für ein beliebiges  m  2N ohne 0 

die Ungleichung 
          (a + m)p + (b + m)p > (c + m)p        Ap + Bp > Cp      

Beweis:  Es ist 

          p pA (a m)   

                =  ∑ (
p

k
)

C
\]^ aC_\m\ 

               = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
a a m a m .......... am m

0 1 2 p 1 p
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          p pB (b m)   

                = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
b b m b m .......... bm m

0 1 2 p 1 p

           
                      

           

 

          p pC (c m)   

               = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
c c m c m .......... cm m

0 1 2 p 1 p

           
                      

 

 

Vergleichen wir die drei Reihen, so ergeben sich die Gleichungen, wie angenommen. 

k = 0             p p pa b c   

Nachdem F1 erfüllt sein soll, heben sich diese Argumente auf beiden Seiten heraus. 
Die folgenden Ungleichungen sind eine Folge von Hilfssatz 6.1/5  

          a(p – k)  + b(p – k)  >  c(p – k)   für  k = 1, 2, 3, ………. (p – 1)  
und schließlich für k = p  

          2 mp > mp 
F2 kann somit keine Fermat-Gleichung sein. Die Werte der jeweiligen Summe der Potenzen auf 

der linken Seite sind größer als die jeweiligen Werte der Potenzen auf der rechten Seite. 
Damit gilt 

          p p pA B C       

 

FAZIT 
Bei beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 sind jeweils exakt ein- und dieselben Voraussetzungen  

gegeben. Es müßten demnach jeweils beide Gleichungen erfüllt werden können – oder eben 
beide nicht.  

 
Die Antwort liefert die Anwendung der Schlußregel modus tollens:  

          Ist die Fermat-Gleichung F1 zu erfüllen, 
                    dann ist auch die Gleichung F2 erfüllbar, 
                    – wegen der exakt gleichen Gegebenheiten als Teiler des Terms (xp + yp)  

 –                              Die Gleichung F2 ist aber nicht erfüllt.  
                              – Das ist bewiesen! – Letztlich durch die Sätze 6.1/5 und 6.1/6  

                                        Dann ist auch die Gleichung F1 nicht zu erfüllen. 

 

Die Behauptung läßt sich verallgemeinern.  
Schlußsatz: 

Im Fall I A gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natürliches Zahlentripel (a; b; c), das eine 
Fermat-Gleichung wie (6.1 – 0/1) erfüllen könnte. 
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Kap.  6.2  Beweis der Fälle I B 1 und I B 2 
 
 
Wie in den Kap. 5.2 dargelegt, bedürfen Fälle, bei denen ein Argument den Exponenten p,  
mit p > 2, als Primfaktor enthält, einer eigenen Behandlung. Wir werden diese nun ausführen.  
 
Wir unterscheiden zunächst zwei Fälle: 
Entweder I B 1)       p / a      aber   p nicht/ b       p nicht/  c                                                          (6.2 – 0/0) 
oder           I B 2)       p / b     aber   p nicht/ c      p nicht/  a  
 
Im Kap. 6.3 werden wir behandeln den Fall  
                I B 3)       p / c     aber   p nicht/ a        p nicht/  b                                                               (6.3 – 0/0)                      
 
Fall I B 1)  
Gegeben sei die Fermat-Gleichung 
          F1(a, b, c; p)     p p pa b c  ,  wobei p / a                                                                              (6.2 – 0/1) 
Die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, aber nicht hinreichenden Bedingungen) für 
die Erfüllbarkeit der Gleichung sind:  
1)   c – b = p(6)7 8 px       nach Def. 5.2/a              ggT((c – b); p) = p                                           (6.2 – 1a) 
2)   c – a = py                    nach Def. 5.1/e              ggT((c – a); p) = 1                                           (6.2 – 1b) 

3)   a + b = pz                   nach Def. 5/3a               ggT((a + b); p) = 1                                         (6.2 – 1c) 
 
Zusammenhang der Argumente a. b, c  mit der Potenz p(6)7 8xp und den Potenzen py , pz  
Herleitung der Hauptgleichungen wie bei Kap. 6.1 
          2 a = p(6)7 8 px     – py  + pz                                                                                                          (6.2 – 2a) 

          2 b = – p(6)7 8 px  + py  + pz                                                                                                        (6.2 – 2b) 

          2 c = p(6)7 8 px     + py  + pz                                                                                                         (6.2 – 2c) 
Die Argumente a, b, c müssen Summen dieser Potenzen sein. Das ist die notwendige Bedingung 
für die Erfüllbarkeit der  Fermat-Gleichung (6.2 – 0/1). 
 
Die Sätze 6.1/1, 6.1/2, 6,1/3 und 6.1/4 können analog übernommen werden.  
 
Satz 6.2/1: (analog Satz 6.1/1 
Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdrücke auf der rechten Seite von (6.2 – 2a, b, c) gerade natürliche 
Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p(6)7 8 hat darauf keinen Einfluß.   ⟨⟩ 
 
Satz 6.2/2: (analog Satz 6.1/2) 
Nachdem die Argumente a, b, c als paarweise prim angenommen werden, sind es auch deren 
Teiler. Also die angenommene Primheit der aktuellen Potenzen nach Satz 6.1/2 
          p(6)7 8 px ,   py ,    pz  
gilt weiterhin. Der Faktor p(p) – 1 hat keinen Einfluß.   ⟨⟩ 
 
Satz 6.2/3: (nach Satz 6.1/3)  
Die notwendigen Bedingungen (6.2 – 2a, b, c) sind nur erfüllt, wenn gilt 
         p(6)7 8 px  + py  < pz                                                                                                                        (6.2 – 3a)  
Beweis: Es ist 
          2 [c – (a + b)] < 0 
Daraus folgt die Aussage, hergeleitet wie bei Satz 6.1/3  
          2 [c – (a + b)] = p(6)7 8 px  + py  – pz    ⇔    p(6)7 8 px  + py  < pz   ⟨⟩ 
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Satz 6.2/4: Weiterhin gilt analog Satz 6.1/4 die Teilung 
          z / (p(6)7 8 px  + py )                                                                                                                       (6.2 – 3b) 
Beweis: Falls „Fermat“ erfüllt werden kann, gilt nach Gleichung (5.3 – 3a)   
          pc  = (a + b) G(a; b),  wobei  ggT((a + b); G(a; b)) = 1   
Diese Gleichung ist hergeleitet für den Fall I A, daß 
          p / nicht (a·b·c)  
Sie ist aber auch verwendbar für den Fall I B 1 
          p / a      aber   p nicht/ b       p nicht/  c 
denn es gilt, und das ist notwendg, 
          p / nicht (a + b) 
Nach Def. 5/3a ist nun 
          a + b = pz  
Also gilt 
          z / zp    ⇔    z / c 

Zusammen mit Gleichung (6.2 – 2c) folgt daraus 
          z / (p(6)7 8 px  + py )   ⟨⟩ 
 
Wir nehmen nun an, daß eine weitere Fermat-Gleichung existiert 
          F2(A, B, C; p)     Ap + Bp = Cp                                                                                                     (6.2 – 0/2) 
Und zwar unter den gleichen Voraussetzungen wie oben 
          p / A     aber    p nicht/ B       p nicht/  C                                                                                     (6.2 – 0/3)              
 
Wir führen einen neuen Teiler zg1 des Termes (p(6)7 8 px   + py ) ein. Also 

          zg1  / (p(6)7 8 px     – py ) 
Die dazugehörigen Hauptgleichungen mit dem neuen Teiler  zg1  lauten 
          2 A = p(6)7 8 px     – py  +  zM8

6                                                                                                        (6.2 – 4a) 

          2 B = – p(6)7 8 px  + py  +  zM8
6                                                                                                      (6.2 – 4b) 

          2 C = p(6)7 8 px    + py  + zM8
6                                                                                                         (6.2 – 4c) 

 
Zunächst untersuchen wir die Eigenschaft des Termes (p(6)7 8 px  + py ). 
Annahme:  
Nr. 1)  Der Term (p(6)7 8 px  + py ) ist keine Primzahl; er hat also mindestens 2 Teiler: 

a)        z  /  (p(6)7 8 px  + py )  

b)        zg1  /  (p(6)7 8 px  + py )  

Nr. 2)  Der Term ist (p(6)7 8 px  + py ) ist eine Primzahl. Er hat nur den einen Teiler z.  

           Das bedeutet:  z = p(6)7 8 px  + py  
 
Wir behandeln zunächst die Annahme Nr. 1)  
 
Die notwendigen Bedingungen für die Erfüllbarkeit von  „Fermat“ sind, die wir wie in Kap.6.1 aus 
den Hauptgleichungen (6.2 – 4a, b, c) ermitteln können:  
1)   C – B = p(6)7 8 px       nach Def. 5.2/a              ggT((C – B); p) = p                                         (6.2 – 5a) 
2)   C – A = py                    nach Def. 5.1/e              ggT((C – A); p) = 1                                         (6.2 – 5b) 
3)   A + B = zM8

6                  nach Def. 5/3a               ggT((A + B); p) = 1                                        (6.2 – 5c) 
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Wir vergleichen die beiden notwendigen Bedingungen zu den Fermat-Gleichungen F1 und F2. 
Nach (6.2 – 5a) und (6.2 – 1a) gilt 
          p(6)7 8 =     C – B = c – b                                                                                                                (6.2 – 6a) 
nach (6.2 – 5b) und (6.2 – 1b) gilt 
          yp  =           C – A = c – a                                                                                                                  (6.2 – 6b) 
Das ist nur möglich, wenn  
          A = a + m                                                                                                                                           (6.2 – 7a) 
          B = b + m                                                                                                                                          (6.2 – 7b) 
          C = c + m,  wobei zunächst m eine gerade Natürliche Zahl ist.                                         (6.2 – 7c) 
 
Im Nachhinein kann man zeigen, daß die Argumente A, B, C paarweise prim sind, falls (6.2 – 0/2)  
eine Fermat-Gleichung sein soll. 
Wenn gilt ggT(c; b) = 1, dann gilt wegen (6.2 – 6a) auch ggT(C; B) = 1  
Wenn gilt ggT(c; a) = 1, dann gilt wegen (6.2 – 6b) auch ggT(C; A) = 1 
Sollte sich um eine Fermat-Gleichung wie (6.2 – 0/1) handeln, dann gilt auch  
          ggT(A; C) = 1     ∧     ggT(B; C) = 1  
 
Eigenschaften der „Verschiebungszahl“ m 
 
Es muß angenommen werden, daß m eine gerade Natürliche Zahl ist. 
Wäre m ungerade, dann wären zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natürliche Zahlen, 
nachdem angenommen wurde, daß von den Zahlen a, b, c zwei ungerade sein müssen. In diesem 
Falle wäre die Fermat-Gleichung F2 von vornherein nicht erfüllbar. 
Ist die Zahl m dagegen gerade, dann könnte F2 durchaus eine erfüllbare Fermat-Gleichung 
darstellen.  
Weiterhin muß aufgrund der geforderten Voraussetzungen (6.2 – 0/0) und (6.2 – 0/3) die 
Teilung gelten  
          p / a   ∧   p / A 
 
Damit muß m schließlich ein gerades ganzzahliges Vielfaches des Exponenten p sein. 
          m = (2 p)                                                                                                                                             (6.2 –8) 
 
Aus den Gleichungen (6.2 – 2c) und (6.2 – 4c) mit Gleichung (6.2 – 7c) kann man den Zusam-
menhang zwischen z und zg1 ermitteln. 
          2 C =2 c + 2 m 
      C = c + (2 p)                                                                                                                                   (6.2 – 9a) 
      p(6)7 8 px    + py  + zM8

6   =  (p(6)7 8 px     + py  + pz ) + (2 p) 

      zM8
6    =  pz   +  (2 p)                                                                                                                       (6.2 – 9b) 

      zM8
6   –  pz   =  (2 p)                                                                                                                          (6.2 – 9c) 

      zg1 > z                                                                                                                                                (6.2 – 9d) 
 
An die Hauptgleichungen der Fermat-Gleichung F2 werden folgende Voraussetzungen gestellt. 
 
Zu Satz 6.2/1  
zg1 muß gerade sein, wenn z gerade ist, aber zg1 muß ungerade sein, wenn z ungerade ist. 
Die Voraussetzung ist wegen (6.2 – 9c) erfüllt, da die gerade Zahl (2p) quasi neutral bei der 
Addition ist.    
 
Zu Satz 6.2/2: Die Zahlen, Potenzen müssen paarweise prim sein.    
          ggT(p(6)7 8 xp ; yp) = 1     ggT(p(6)7 8 px  ; zM8

6 ) = 1     usw. 
Wie angenommen und oben noch einmal gezeigt, gilt die paarweise Primheit der Argumente A, 
B, C und damit auch die paarweise Primheit von ihren Teilern  (p x), y, zg1 . 
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Zu Satz 6.2/3: Es muß die Ungleichung gelten  
          p(6)7 8 px   + py  <  zM8

6  
Und es gilt auch wegen  (6.2 – 9c, d) 
          p(6)7 8 px   + py  < zp <  zM8

6  
 
Wichtiger Hinweis:   
Wäre nur eine der Aussagen der Sätze 6.2/1,  6.2/2 und 6.2/3 nicht erfüllt, dann wäre die Fermat-
Gleichung (6.2 – 0/2) von vorn herein nicht erfüllbar. Wir haben aber gezeigt, daß diese 
Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daß trotzdem die Fermat-Gleichung 
(6.2 – 0/2) nicht erfüllt werden kann. Und dieser Beweis ist jener von den Sätzen 6.1/5 und 6.1/6, 
denn wir in diesem Kapitel wieder brauchen werden.  
 
 
An den zwei Unbekannten z und zg1 werden drei Bedingungen gestellt: 
Nr. 1a)     z / (p(6)7 8 px  + py )                                                                                                            (6.2 – 10a) 

       1b)    zg1 / (p(6)7 8 px  + py )                                                                                                         (6.2 – 10b)  
und nach (6.2 – 9c) 
Nr. 2)        zM8

6   –  pz   =  (2 p)                                                                                           
Diesen drei Bedingungen kann nur in Sonderfällen, aber nicht im Allgemeinen entsprochen 
werden. Denn die Differenz der beiden Teiler muß keinen vorbestimmten Wert aufweisen, und 
wenn, dann muß einer davon kein Teiler sein.   
 
Fall 1) 
Wir nehmen an, daß diese beiden Unbekannten z und zg1 den drei Bedingungen genügen. 
Dann können wir nun von Kap. 6.1 den Hilfssatz 6.1/5 und den Satz 6.1/6 voll und ganz 
übernehmen. Es spielt nämlich in diesen Sätzen überhaupt keine Rolle, daß im Fall I A alle 
Argumente a, b, c zum Exponenten p prim sind, während jetzt im Fall I B 1 (nur) das Argument a 
den Exponenten p als Teiler hat. Der Faktor p tritt in den Gleichungen der Sätze 6.1/5 und 6.1/6 
nicht in Erscheinung.  
 
Fall 2)  
Nun nehmen wir an, daß diese beiden Unbekannten z und zg1 allen drei Bedingungen nicht 
genügen.     
 
Fall 2a) 
Wir wollen zunächst die beiden Teilungsmöglichkeiten (6.2 – 10, b) als gegeben ansehen,  
Gleichung (6.2 – 9c) soll aber nicht erfüllt werden können.  
Beibehalten wollen wir und müssen wir aber dagegen die Bedingungen 
          C – B = c – b  
          C – A = c – a  
Zweifellos gehen damit die beiden  Fermat-Gleichungen aus Verschiebungen hervor. 
          C = c + m,  wobei jetzt m zwar eine gerade Natürliche Zahl ist, aber 
          m   (2 p) 
 Damit ist 
          zM8

6   –  pz    (2 p)                                                                                                                          (6.2 – 11a) 
Und weiter ist 
          C   c + (2 p)                                                                                                                                 (6.2 – 11b) 
 
Satz 6.2/5:  Unter den Bedingung (6.2 – 10a, b) und (6.2 – 11a), sowie (6.2 – 11b) kann keine der 
beiden  Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfüllt werden. 
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Beweis: Wenn man nun annimmt 
1,)  F1(a, b, c; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  
           dann kann F2(A, B, C; p) keine sein.                 . 
2,)  F2(A, B, C; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  
            dann kann F1(a, b, c; p) keine sein. 
In beiden Fällen müßte gelten 
          C = c + (2 p). 
Das ist eben nicht der Fall. 
Die Folgerung ist, daß keine der Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfüllt werden kann.   ⟨⟩  
 
Fall 2b) 
Wir behandeln nun die zweite Möglichkeit, daß die Differenz der beiden Potenzen den festen 
Wert (2 p) hat, aber an der Teilbarkeit von (p(6)7 8 px  + py ) durch z und zg1 Zweifel bestehen.     
 
Satz 6.2/5b: Unter dieser genannten Bedingung ist keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und 
F2 zu erfüllen. 
 
Beweis:  
Wenn man nun annimmt, daß 
1,)      z /nicht (p(6)7 8 px  + py )     aber     zg1 / (p(6)7 8 px  + py ) 
Dann erfüllen die Hauptgleichungen (6.2 – 2a, b,c) nicht die notwendigen Bedingungen, so daß 
die Fermat-Gleichung F1(a, b, c; p)  nicht erfüllt werden kann, wohl aber könnte F2 erfüllt sein. 
Wenn man annimmt, daß 
2,)      z / (p(6)7 8 px  + py )     aber     zg1 /nicht (p(6)7 8 px  + py )  
Dann erfüllen die Hauptgleichungen (6.2 – 4a, b,c) nicht die notwendigen Bedingungen, so daß 
die Fermat-Gleichung F2(A, B, C; p) nicht erfüllt werden kann, wohl aber könnte F1 erfüllt sein. 
Die Folgerung ist, daß kann keine der Fermat-Gleichungen erfüllt werden.   ⟨⟩ 
 
FAZIT 
Damit ist gezeigt, daß unter der  A n n a h m e Nr.1, die Fermat-Gleichung 
          F1   p p pa b c  ,   wobei  p / a 
und die weitere Fermat-Gleichung  
          F2   p p pA B C  ,   wobei  p / A 
n i c h t  erfüllt werden können. 
 
Wir behandeln nun Annahme Nr. 2) 
Der Ausdruck (p(p) – 1 px  + py ) sei eine Primzahl. 
Eine Fermat-Gleichung F1(a, b, c; p) (6.2 – 0/2) könnte dennoch existieren. 
 
Also: Es existiere nur ein brauchbarer Teiler, nämlich die Primzahl 
           z = p(p) – 1 px  + py                                                                                                                          (6.2 – 12) 
Die Methode Nr. 1 von oben kann nicht angewandt werden. Wir beschreiten einen anderen Weg; 
wir versuchen einen Direkten Beweis. 
 
Die Argumente sind  
          2 c = p(6)7 8 px + py  + ( p(6)7 8 px + py ) p                                                                            (6.2 – 13a) 

 
          2 a = p(6)7 8 px  – py  + pz   

                = (p(6)7 8 px  + py  + pz ) –  2 yp              
                 = 2 c – 2 yp                                                                                                                               (6.2 – 13b)                                             
             a = c – yp                              
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          2 b =  – p(6)7 8 px  + py  + pz     

                =  (– p(6)7 8 px  + py  + pz ) – 2 p(p) – 1 xp 
                = 2 c – 2 p(p) – 1 xp 
             b = c –  p(p) – 1 xp                                                                                                                                (6.2 – 13c) 
 
Satz: 6./7:    
In einer aufwendigen Herleitung wollen wir zeigen, daß die Fermat-Gleichung unter den oben 
hergeleiteten Bedingungen (6.2 – 12) und (6.2 – 13a, 13b, 13c) nicht erfüllt werden kann. 
 
Sei also 
          ap + bp  = cp    
    (c –  yp )p  +  (c –  p(p) – 1 xp )p  =  cp 

    c6(1 –  W
X

Y
 )p  +  cp(1 –  6

(X)Z [\X

Y
 )p  =  cp   

    (1 –  W
X

Y
 )p  +  (1 –  6

(X)Z [\X

Y
 )p  =  1                                                                                         (6.2 – 14) 

Erster Summand: Es gilt  

          W
X

Y
 = ] WX

] Y
 = ] WX

6(X)Z[ \X ^ WX ^ (6(X)Z[ \X ^  WX)X                                                                   (6.2 – 15a) 

Daraus folgen die Vereinfachungen 

          ] WX

6(X)Z[ \X ^ WX ^ (6(X)Z[ \X ^ WX)X   <   ] WX

WX ^ (WX)X  =  ] WX

WX ^ WX ∗ X  =  ]

8 ^ WX ∗ X Z X  <  1 

       
           Der Term  p(p) – 1 x

p
  wurde weggelassen.        Es wurde mit y

p
 gekürzt.                       

  

    1 –  ] WX

6(X)Z[ \X ^ WX ^ (6(X)Z[ \X ^ WX)X  >  1 –  ]
8 ^ WX ∗ X Z X   > 0                                                    (6.2 – 15b)             

 
Gegeben sei der erste Summand als Funktion 
           f(y) = (1 –  ]

8 ^ WX ∗ X ZX )p                                                                                              (6.2 – 16a) 

Möglicher minimaler Anfangswert zu p = 3 
y = 2     f(2) = (1 – ]

8 ^ ]` ∗ ` Z ` 
)3 = 0,910….. 

Die Anfangswerte für größere Primzahlen als 3 liegen noch näher bei der Zahl 1. 
Grenzwert  
limW→ c f(y) = 1  für jede beliebige Primzahl p, wobei p > 2 
Definitionsbereich  ⦋2; ∞⦋ 
 
Kurvendiskussion 
Ableitung 
fg

fh
(y) = p · (1 –  ]

8 ^ W X ∗ X Z X )p – 1 · 
 ] · j6k7 6l · WX ∗ X – X Z [

(8 ^ WX ∗ X ZX)k                                                    (6.2 – 16b) 

Die Steigung ist stets positiv. 
          fg

fh
 > 0   für alle y 

Also ist der Wertebereich im schmalen Gebiet  ⦋0,910………; 1,000⦋ 
 
Zweiter Summand: Es gilt  

          6
(X)Z [ \X

Y
 = ] 6(X)Z [ \X

] Y
 = ] 6(X) Z [ \X

6(X)Z[ \X ^ WX ^ (6(X)Z[ \X ^ WX)X                                               (6.2 –17a) 

 
Daraus folgen die Vereinfachungen: Wir schreiben im 3. Schritt: Statt (p) einfach p. 

          ] 6(X)Z [ \X

6(X)Z[ \X ^  WX ^ (6(X)Z[ \X ^ WX)X     <   ] 6(X) Z [ \X

6(X) Z[\X  ^ (6(X)Z [ \X)X  = ] 6X Z [ \X

6X Z[\X  ^ (6XZ [ \X)X = 
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      Wir haben  den Term  yp weggelassen.   
 

          =  ] 6X Z [ \X

6X Z [\X  ^ (6X Z [)X( \X)X  =  ]  \X

8  ^j6(X∗X Zk X m [)l ∗(\X ∗ X )
   <  ]

8  ^ \X ∗ X Z X   <  1 

           
          Wir haben mit dem Term  pp – 1 x

p
  gekürzt  und schließlich den Term p

p*p – 2p + 1
 weggelassen.        

 

    1 – ] 6(X)Z [ \X

6(X)Z[ \X ^  WX ^ (6(X)Z[ \X ^ WX)X   >  1 –  ]

8  ^ \X ∗ X Z X   > 0                                     (6.2 – 17b)                   

 
Gegeben sei der zweiter Summand als Funktion 
            g(x) = (1 – ]

8  ^  \X ∗ X Z X  )p                                                                                           (6.2 – 18a) 

Diese Funktion hat exakt dieselben Eigenschaften wie die obige Funktion f(y)   
Möglicher minimaler Anfangswert zu p = 3 
x = 2     g(2) = (1 – ]

8 ^ ]` ∗ ` Z ` 
)3 = 0,910….. 

Grenzwert  
limn→ c g(x) = 1  für jede beliebige Primzahl p, wobei p > 2 
 
Kurvendiskussion 
Ableitung 
fo

fp
(x) = p · (1 –  ]

8 ^ \ X ∗ X Z X )p – 1 · 
 ] · j6k7 6l · nX ∗ X – X Z [

(8 ^ \X ∗ X ZX)k                                                     (6.2 – 18b) 

Die Steigung stets positiv. 
          fo

fp
 > 0   für allle x 

Also ist der Wertebereich im schmalen Gebiete  ⦋0, 910………; 1,000⦋ 
 
Ergebnis: 
Die beiden Summanden haben stets einen Wert zwischen 1,8….. und 2,000.. , so daß der Wert 
der Summe von 1 (6.2 – 9) stets überschritten wird. Diese Wertebereiche würden sich auch 
nicht grundlegend ändern, wenn man bei den Funktionen f(y) und g(x) anstatt der genäherten 
Werte die exakten Werte verwenden würde. Die Fermat-Gleichung (6.2 – 0/1) kann also nicht 
erfüllt werden. 
 
FAZIT:  
Im Fall I B 1 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natürliches Zahlentripel (a; b; c), das eine 
Fermat-Gleichung wie (6.2/1 – 0/1) erfüllen könnte. 
 
 
Fall I B 2) 
 
Wir behandeln die Fermat-Gleichung  
          F(a, b, c; p)     p p pa b c                                                                                                            (6.2 – 0/3) 
                                    wobei   p / b      aber    p /nicht c         p /nicht a 
 

Eine ausgiebige Besprechung erübrigt sich, denn wir brauchen nur bei allen Sätzen und Beweisen und 

Erklärungen die Vertauschung der Argumente vornehmen 

          a  mit  b     bzw.     A  mit  B 

Die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, aber nicht hinreichenden Bedingungen) für 
die Erfüllbarkeit von  „Fermat“ wären nun:  
1)   c – b = px                               nach Def. 5.2/a              ggT((c – b); p) = 1 
2)   c – a = p(6)7 8 py                   nach Def. 5.1/e               ggT((c – a); p) = p 

3)   a + b = pz                              nach Def. 5/3a               ggT((a + b); p) = 1  
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Wir führen nur die davon abgeleiteten Hauptgleichungen an: 
          2 a = px  –  p(6)7 8 py  + pz  

          2 b =  – px  + p(6)7 8 py  + pz   

          2 c = px  + p(6)7 8 py  +  pz  
 
FAZIT:  
Im Fall I B 2 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natürliches Zahlentripel (a; b; c), das eine 
Fermat-Gleichung wie (6.2 – 0/3) erfüllen könnte. 



43 

 

 

Kap. 6.3  Beweis Fall I B 3 
 

 
Wir behandeln jetzt den letzten Fall 

          F1(a, b, c; p)          p p pa b c                                                                                                    (6.3 – 0/1) 

wobei         p / c       p nicht/  a       p nicht/  b        

 

Die Voraussetzungen für die Erfüllbarkeit von  „Fermat“ sind:  

1)   c – b = 
px                     nach Def. 5.1/c                                   ggT((c – b); p) = 1                     (6.3 – 1a) 

2)   c – a = py                     nach Def. 5.1/e                                   ggT((c – a); p) = 1                     (6.3 – 1b)  

3)   a + b = p(5)6 7 pz       nach Def. 5.4/a                                   ggT((a + b); p) = p                    (6.3 – 1c) 

 

Daraus folgen die Hauptgleichungen 
Herleitung wie bei Kap. 6.1 

          2 a = 
px  – py  + p(5)6 7 

pz                                                                                                            (6.3 – 2a) 

          2 b = –
px  + py  + p(5)6 7 

pz                                                                                                        (6.3 – 2b) 

          2 c = 
px    + py  + p(5)6 7 

pz                                                                                                         (6.3 – 2c) 

Die Argumente a, b, c müssen Ausdrücke dieser Potenzen sein. Das ist die notwendige Bedingung 

für die Erfüllbarkeit der  Fermat-Gleichung (6.3 – 0/1). 

 
Die Sätze 6.1/1, 6.1/2 und 6.1/3 können analog übernommen werden. 

 

Satz 6.3/1  

Wegen Satz 6.1/1 sind die Ausdrücke auf der rechten Seite von (6.2/1 – 2a, b, c) gerade 

natürliche Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p(5)6 7 hat darauf keinen Einfluß.     

 

Satz 6.3/2 

Wie in Satz 6.1/2 gilt auch hier wegen der angenommenen paarweisen Primheit der Argumente 

a, b, c die paarweise Primheit ihrer Teiler  
px ,   py ,   p(5)6 7 pz       

 

Satz 6.3/3: Es gilt analog von Satz 6.1/3 

         
px  + py  < p(5)6 7 

pz                                                                                                                       (6.3 – 3a)  

Beweis: Wie bei Satz 6.1/3 hergeleitet 
          2 [c – (a + b)] < 0 

Nun ist  

          2 [c – (a + b)] = 
px  + py  – p(p) - 1 

pz   

    
px  + py  < p(5)6 7 pz      

 

Satz 6.3/4a: Wie in Satz 6.1/4a gilt auch jetzt die Teilung  

         (pz) / (
px  + py ),  wo bei (pz) > max(x; y)                                                                             (6.3 – 3b) 

Beweis: Nach Kap. 5.4 Gleichung (5.4 – 3) gilt 

          c5 = p(5)   z5 Z5  

Also  

          (pz) / c 

Unter Verwendung von Gleichung (6.3 – 2c) gilt für (pz) > 2 

        (p z) / (
px  + py )     
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Wir nehmen nun an, daß eine weitere Fermat-Gleichung existiert 

          F2(A, B, C; p)          Ap + Bp = Cp                                                                                                (6.3 – 0/2) 

Und zwar unter den gleichen Voraussetzungen  wie oben 

          p / C       aber   p /nicht A       p nicht/ B     

 

Zusammenhang der Argumente a. b, c  mit der Potenz  (p(5)6 7 xp)  und den Potenzen, 
pz . 

Wie bei Kap. 6.1 hergeleitet erhält man die Hauptgleichungen: 

          2 A =  
px   – py  +  p(5)6 7 zLM

5
                                                                                                       (6.3 – 4a) 

          2 B = –
px   + py  + p(5)6 7 zLM

5
                                                                                                     (6.3 – 4b) 

          2 C =  
px   + py  + p(5)6 7 zLM

5
                                                                                                       (6.3 – 4c) 

 

Wir müssen die Existenz des zweiten Teilers (pzg3) noch nachweisen 

Satz 6.3/4b: Neben dem Teiler (pz) existiert auch der Teiler  (pzg3)  von dem Term (
px  + py ). 

Beweis: Nach Kap. 5.4 hat dieser Term mindestens zwei verschiedene Primfaktoren.  

          xp + yp = (x + y) · H(x, y ), wobei  ggT((x + y), H(x , y)) = p  

Der Faktor H(x, y) ist nach Gleichung (5.4 – 2) stets ungerade. 

Es sind also mindestens drei verschiedene Teiler möglich; Existenz gesichert.   

 

Die Sätze 6.3/1, 6.3/2 und 6.3/3 können analog übernommen werden. 

 

Zu Satz 6.3/1  

Wegen Satz 6.3/1 sind die Ausdrücke auf der rechten Seite von (6.3 – 4a, b, c) gerade natürliche 

Zahlen. Das bleiben sie auch; der Faktor p(5)6 7 hat darauf keinen Einfluß.     

 

Nach Satz 6.3/2 
Wegen der angenommenen paarweisen Primheit der Argumente A, B, C gilt auch diese für ihre 

Teiler  
px ,   py ,   p(5)6 7zLM

5
      

 

Nach Satz 6.3/3: Es gilt 

         
px  + py  < p(5)6 7 zLM

5
 

Herleitung wie bei Satz 6.3/3  

 

Nach Satz 6.3/4a: Es gilt die Teilung  

        (pzg3 ) / (
px  + py ),  wobei (pzg3) > max (x; y) 

Beweis: Es ist zu setzen:  zg3  für  z   und  C für c,  dann gilt:  

          (pzg3) / C 

Unter Verwendung von Gleichung (6.3 – 4c) folgt für (pzg3) > 2 daraus die Aussage.     

 

Wichtiger Hinweis:   
Wäre nur eine der Aussagen der Sätze 6.3/2, 6.3/3 und 6.3/4 nicht erfüllt, dann wäre die 

Fermat-Gleichung (6.3 – 0/2) von vorn herein nicht erfüllbar. Wir haben aber gezeigt, daß diese 

Voraussetzungen gegeben sind, denn wir wollen beweisen, daß trotzdem die Fermat-Gleichung 

(6.1 – 0/2) nicht erfüllt werden kann. 

 

Die notwendigen Bedingungen für die Erfüllbarkeit von  „Fermat“ sind:  

1)   C – B = 
px                       nach Def. 5.2/a              ggT((C – B); p) = 1                                      (6.3 – 5a) 

2)   C – A = py                       nach Def. 5.1/e              ggT((C – A); p) = 1                                      (6.3 – 5b) 

3)   A + B = p(5)6 7  zLM
5

     nach Def. 5/3a               ggT((A + B); p) = p                                     (6.3 – 5c) 

Wir vergleichen die beiden notwendigen Bedingungen zu den Fermat-Gleichungen F1 und F2. 
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Nach (6.3 – 4a) und (6.3 – 1a) gilt 

          C – B = c – b 

Nach (6.3 – 4b) und (6.3 – 1b) gilt 

          C – A = c – a  

Das ist nur möglich, wenn  

          A = a + m                                                                                                                   (6.3 – 6a) 

          B = b + m                                                                                                                    (6.3 – 6b)  

         C = c + m, wobei m eine gerade Natürliche Zahl ohne 0 ist.                            (6.3 – 6c)    

 

Eigenschaften der „Verschiebungszahl“ m 

 

Nach Kap. 6.1 muß diese zunächst gerade sein.  

Nach  Voraussetzung gilt die  Teilung 

          p / c     und     p / C 

also gilt wegen (6.3 – 6c) 

          p / m  

Damit ist 

         m = (2 p)                                                                                                                                            (6.3 – 7a) 

Weiterhin gilt wegen (6.3 – 2c) und (6.3 – 4c) sowie nach (6.3 –  6c)   

          C = c + (2 p) 

     p(5)6 7 zLM
5

 = p(5)6 7 
pz  + (2 p) 

     zLM
5

 =  
pz  + (2 p)                                                                                                                             (6.3 – 7b)   

Nachdem (2 p) gerade ist, wird damit bestätigt, daß zg3 wie z entweder gerade oder ungerade ist. 

 

Die beiden Unbekannten z und zg3 unterliegen damit drei Bedingungen: 

Nr. 1a)          (pz) / ( px  + py ) 

Nr. 1b)          (pzg3) / ( px  + py ) 

und nach (6.3 – 7b) auch 

Nr. 2)           zLM
5

  –  pz   =  (2 p)      

Diesen drei Bedingungen kann nur in Sonderfällen, aber nicht im Allgemeinen entsprochen 

werden. Denn die Differenz der beiden Teiler muß keinen vorbestimmten Wert aufweisen. 

Nimmt man dagegen den Wert der Differenz (2 p) als gegeben a, dann muß eine der Potenzen 

keine Teilereigenschaft haben.   

 

Zunächst wollen wir den Sonderfall betrachten, daß alle drei Bedingungen erfüllt sind. 

Und wollen nun zeigen, daß unter der  A n n a h m e, daß erfüllbar ist die Fermat-Gleichiung 

          F1   p p pa b c  ,   wobei  p / c   

die weitere Fermat-Gleichung  

          F2   p p pA B C  ,   wobei  p / C 

aber  n i c h t  erfüllt werden kann ist. 

 

Dazu können wir die Sätze und Beweise sowie die Ausführungen von Kap.6.1 voll und ganz 

übernehmen, im Besonderen den Hilfssatz 6.1/5 und den Satz 6.1/6. Der Teiler p von c bzw. C 

tritt nämlich in den Gleichungen nicht explizit auf, spielt also bei der Annahme und der 

möglichen Erfüllung von „Fermat“ keine Rolle. 

 

Wir können uns auch von Kap. 6.1 die Schlußregel modus tollens uns zu Eigen machen und 

erhalten den 

Vorläufiger Schlußsatz: 

Im Fall I B 3 gibt es – unter diesen Bedingungen – zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natürliches 

Zahlentripel (a; b; c), das eine Fermat-Gleichung wie (6.3 – 0/1) erfüllen könnte. 
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Wir wollen nun den allgemeinen Fall betrachten. 

  

Zunächst sollen die beiden Teilungsmöglichkeiten als gegeben angesehen werden, Gleichung  

(6.2 – 7b) soll aber nicht erfüllt werden können.  

Beibehalten wollen wir und müssen wir aber dagegen die Bedingungen 

          C – B = c – b  

          C – A = c – a  

Zweifellos gehen damit die beiden  Fermat-Gleichungen aus Verschiebungen hervor. 

          C = c + m,  wobei jetzt m eine gerade natürliche Zahl ist,  

aber 

          m   (2 p) 

 Damit ist 

          zL7
5

  –  pz    (2 p)  

Und weiter ist 

          C   c + (2 p)                                                                                                                                   (6 .3 – 8a) 

 

Satz 6.3/5a:  Unter dieser  Bedingung (6.3 – 8a) ist keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und 

F2 erfüllbar. 

Beweis: Wenn man nun annimmt 

1,)  F1(a, b, c; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  

           dann kann F2(A, B, C; p) keine sein.                  

2,)  F2(A, B, C; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  

            dann kann F1(a, b, c; p) keine sein. 

FAZIT: Damit kann keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfüllbar.   ⟨⟩  

 

Wir betrachten jetzt den zweiten Fall. Es gilt zwar jetzt 

          C = c + (2 p) 

Aber mindesten eine der Teilungen ist nicht gegeben.  

Also es gilt 

entweder 1.)         (pz) / ( px  + py               ∧       (pzg3) /nicht  (
px  + py )                                (6.3 – 8b/1)  

oder           2.)        (pz) /nicht (
px  + py )       ∧        (pzg3) / ( px  + py )                                     (6.3 –  8b/2)  

 

Satz 6.3/5b:  Unter diesen Bedingungen (6.3 – 8b/1) bzw. (6.3 – 8b/2) ist keine der beiden  

Fermat-Gleichungen F1 und F2 

erfüllbar. 

Beweis: Wenn man nun annimmt: 

Es sei 1) gegeben, 

dann sind zwar richtig die  Hauptgleichungen (6.3 – 2a, 2b, 2c)  

aber nicht die                         Hauptgleichungen (6.3 – 4a, 4b, 4c).    

In diesen Fall kann  F2(A, B, C; p) nicht erfüllbar sein. 

Es sei 2) gegeben, 

dann sind nicht richtig die  Hauptgleichungen (6.3 – 2a, 2b, 2c)   

aber doch die                          Hauptgleichungen (6.3 – 4a, 4b, 4c)    

In diesen Fall kann  F2(a, b, c; p) nicht erfüllbar sein. 

FAZIT: Damit kann keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und F2 ist erfüllbar.   ⟨⟩  

 

Letzter Schlußsatz: 

Im Fall I B 3 gibt es zu jedem Exponenten p, p > 2, kein natürliches Zahlentripel (a; b; c), das eine 

Fermat-Gleichung wie (6.3 – 0/1) erfüllen könnte. 
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Kap. 6.4  Formalisierung der Beweise der Kap. 6.1, 6.2 und 6.3 
 

 
Wir formalisieren die Beweise unter Anwendung der Gesetze der Boole‘schen Algebra 

 

Wir ordnen einer Aussage A die Wahrheitswerte W(A) zu  

          entweder  wahr    W(A) = 1          Vereinfacht  A = 1      

          oder           falsch    W(A) = 0                                  A = 0 

 

Die Gegenaussage von A ist A   

Ist A wahr, dann ist A  falsch  –  und umgekehrt. 

            

Verknüpfung der Wahrheitswerte mit den (Grund-) Junktoren:     

          und, sowohl als auch                      

          oder                                      

          (Einschließendes „oder“ – „vel“, zum Unterschied von „entweder – oder“)        

 

Konjunktion 

Die Aussage  A UND B  ist wahr, wenn beide Aussagen wahr sind.   

Wahrheitstafel  Verknüpfung mit dem und–Junktor                       

A        B       A   B 

0         0            0 

0         1            0 

1         0            0 

1         1            1      

 

Disjunktion 
Die Aussage  A ODER B  ist wahr, wenn mindestens eine Aussage wahr ist.   

Wahrheitstafel  Verknüpfung mit dem oder – Junktor                 

A        B        A   B 

0         0            0 

0         1            1 

1         0            1 

1         1            1      

 

Subjunktion:  
Die Subjunktion entspricht der „hinreichenden aber nicht notwenigen Bedingung“. 

Wahrheitstafel  Verknüpfung mit dem Junktor     

A    B           A   B    

0     0                 1 

0     1                 1 

1     0                 0 

1     1                 1 

 

Darstellung der Subjunktion durch den Grundjunktor   

Es gilt die Gleichheit:  

          A   B  ≡   A   B 

A    B    A         A   B   

0     0     1              1 

0     1     1              1 

1     0     0              0 

1     1     0              1 
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Einfaches Beispiel zur Subjunktion. 

A: Die Zahl n ist durch 6 teilbar. 

B: Die Zahl n ist durch 3 teilbar. 

A   B     A   B 

0    0          1           Wenn n nicht durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch nicht durch 3 teilbar.    wahr 

0    1          1           Wenn n nicht durch 6 teilbar ist, dann ist sie doch durch 3 teilbar.               wahr 

1    0          0           Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist sie nicht durch 3 teilbar.                         falsch 

1    1          1           Wenn n durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 3 teilbar.                          wahr 

Anmerkung: Wenn A nicht wahr ist, dann läßt sich jede beliebige Aussage über B machen. B kann 

demnach entweder wahr sein oder nicht. 

 

Bijunktion 

Genau dann, wenn A erfüllt werden kann, dann kann auch B erfüllt werden. A ist hinreichend 

und notwendig für B. 

Wahrheitsstafel   Verknüpfung mit dem Junktor   ↔ 

A    B           A ↔ B    

0     0                1 

0     1                0 

1     0                0 

1     1                1 

 

Anwendung der Formalisierung zu Kap. 6.1 
 

Wir wenden die Formalisierung an bei den Aussagen: 

          F1:  Diese Fermat-Gleichung ist erfüllt; die Aussage ist demnach wahr. 

                  p p pa c b   

          F2:  Diese Fermat-Gleichung ist (auch) erfüllt; diese Aussage ist demnach auch wahr. 

                p p pA C B                    

  

Die Subjunktion lautet beim Großen Satz von Fermat: Wenn F1 erfüllt werden kann, dann kann 

auch F2 erfüllt werden. M. a. W.: Die Erfüllung von F1 ist hinreichernd für F2, aber nicht 

notwendig. 

Verknüpfung mit dem Junktor     

F1    F2    F1     F2      F1   F2      

0      0        1       1             1         Wenn F1 nicht erfüllt ist, dann kann F2 erfüllt nicht sein.        wahr  

0      1        1       0             1         Wenn F1 nicht erfüllt ist, dann kann F2 doch erfüllt sein.        wahr 

1      0        0       1             0         Wenn F1 erfüllt ist, dann kann F2 nicht erfüllt sein.                   falsch                                          

1      1        0       0             1         Wenn F1 erfüllt ist, dann kann F2 erfüllt sein.                              wahr 

Anmerkung: Wenn F1 nicht erfüllt ist, dann läßt sich jede beliebige Aussage machen über F2.  

F2 kann demnach entweder erfüllt sein oder nicht. 

 

Schlußregeln 

Bei Beweisen von mathematischen Sätzen werden Schlußregeln angewendet. 

 

In diesem Falle ist es die Schlußregel modus tollens, die verneinende Abtrennungsregel. 

Zunächst ein einfaches Beispiel aus dem Alltag.  

Wenn es regnet, dann ist die Straße naß.  

            Aber (und): Die Straße ist nicht naß. 

                               Es hat nicht geregnet. 

Aussage R:  Es regnet. 

              R : Es regnet nicht, es hat nicht geregnet. 

Aussage N:  Die Straße ist naß. 

              N : Die Straße ist nicht naß.      
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Schlußregel modus tollens 

          K =  (R   N)   N     R  

          R     N      R      N        R   N      (R   N)   N       (R   N)   N    R  

          0      0        1       1              1                      1                                         1 

          0      1        1       0              1                      0                                         1  

          1      0        0       1              0                      0                                         1 

          1      1        0       0              1                      0                                         1 

Wenn die Aussage für jede Situation richtig sein soll, dann muß sie eine Tautologie sein. Also für 

jede Belegung muß der Wahrheitswert 1 auftreten. 

          K =  (R   N)   N     R  

 

Formalisierung des Satzes 6.1/6 von Kap. 6.1 durch Anwendung der Schlußregel modus tollens 

Annahme: F1 kann erfüllt werden.   

                        Mit F1 kann auch F2 erfüllt werden.                     (Bei gleicher Voraussetzung.) 

                              Aber: F2 kann nicht erfüllt werden.                (Das wurde bewiesen!) 

                                       F1 ist nicht erfüllbar 

          (F1   F2)   F2    F1  

          F1    F2    F1     F2      F1   F2     (F1   F2)   F2      (F1   F2)   F2    F1  

          0      0        1       1               1                       1                                           1 

          0      1        1       0               1                       0                                           1  

          1      0        0       1               0                       0                                           1 

          1      1        0       0               1                       0                                           1 

Falls der  Beweis richtig ist, dann muß das Ergebnis eine Tautologie sein. 

          (F1   F2)   F2    F1  

 

Formalisierung von Kap. 6.3  

Satz 6.3/5a: Wenn die Bedingung 

          C = c + (p) 

nicht erfüllt ist, dann ist keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfüllbar. 

Beweis: Wenn man nun annimmt 

1,)  F1(a, b, c; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  

           dann kann F2(A, B, C; p) keine sein 

2,)  F2(A, B, C; p) ist eine erfüllbare Fermat-Gleichung,  

            dann kann F1(a, b, c; p) keine sein. 

Damit kann keine der beiden  Fermat-Gleichungen F1 und F2 erfüllt werden.   ⟨⟩  

 

Verbindung der Aussagen mit dem Junktor   

F1 F2     F2  F1   

F1      F2      F1 F2         F2  F1              (F1 F2 )   ( F2  F1)  

 0         0             1                        1                                              1  

 0         1             1                        1                                              1      

 1         0             1                        1                                              1  

 1         1             0                        0                                              1                             

Also 

          (F1 F2 ) ⇔ ( F2  F1)      

Falls der  Beweis richtig ist, dann muß das Ergebnis eine Tautologie sein. 

Und die Aussage ist eine Tautologie. 

 
 

Dieses Kapitel wurde gestaltet nach dem Buch „boolsche algebra“ von Franz Jehle,   

erschienen im Bayerischen Schulbuch-Verlag im Jahr 1974. 
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Kap.7  Beweis von Fall II   
 
 

Wie in Kap. 1 angedeutet, besprechen wir nun den Fall II; der Exponent der Fermat-Gleichung  

          2 2 2
a b c

  

                                                                                                                            nach (1 – 2)  

ist von der Zahl 2 eine echte Potenz: 2 ,  mit    > 1, also 2  = 4, 8, 16, .......... 

 

Zur Behandlung dieses Falles verwenden wir die äquivalente Gleichung 

          2 2 2c b a
  

                                                                                                                                    (7 – 1a) 

O. B. d. A. kann angenommen werden, daß das Argument a eine ungerade natürliche Zahl ist. 
Nachdem mindestens eines von den Argumenten a oder b ungerade sein muß kann man stets 

eine entsprechende Umstellung vornehmen. Außerdem soll gelten:   
          ggT(c; b) = 1  usw. 

 

Hilfssatz 7/1: Es gilt die Zerlegung wegen (7 – 1a) in ausschließlich ungerade Faktoren 

          
2 2 1 12 2 2 2 2 2 2 2c b (c b) (c b) (c b ) (c b ) .......... (c b )

   

                                  (7 – 1b)      

 

Satz 7/2:  Die Ausdrücke in den Klammern von (7 – 1b) sind paarweise zueinander prim. 

          ggT((c – b);(c + b)) = 1,  ggT( 2 2(c b);(c b )  ) = 1   usw. 

Beweis: Wir sehen uns die Primzahlen, die in den Klammerausdrücken stecken, an. Es gelte 

0)        0 /P   / (c – b),   = 1, 2, .....        

            In allen *
P0 /

Z
 

 gilt:  c b 0          1
cb 1

                   ord 1
cb

  = 1 

1)        0 /P   / (c + b)    

            In allen *
P0 /

Z
 

 gilt:  c b 0         1
cb 1

                   ord 1
cb

  = 2 

2)        1/P  / ( 2 2
c b )    

            In allen *
P1/

Z


 gilt:  
2 2c b 0         1 2(cb ) 1              ord 1

cb
  = 4 

            ............................................................................................................................... 

 -1)   1/P   / (
1 12 2

c b
 

 ) 

            In allen *
P 1/

Z
 

 gilt:  
1 12 2

c b 0
 

         
11 2(cb ) 1

          ord 1
cb

  =    

Das Element 
1

c b


  hat in den Restklassen-Gruppen der Primzahlen, welche die Klammer-

ausdrücke teilen, von Klammer zu Klammer jeweils verschiedene Ordnungen:  

In den Restklassen der Gruppe *
P0 /

Z
 

 hat dieses Element die Ordnung 1, 

in den Restklassen der Gruppe *
P0 /

Z
 

 aber                       die Ordnung 2     

usw. 
Nachdem ein Element in einer Gruppe nur eine ganz bestimmte Ordnung haben kann, müssen 

diese Restklassen-Gruppen paarweise verschieden sein. 
Es müssen demnach alle als Module beteiligten Primzahlen paarweise verschieden sein.  

Die Primzahlen 0 /P    mit allen 0 /P   , mit allen 1/P  , ..........  

die Primzahlen 0 /P     mit allen 1/P  ,   mit allen 2/P  , ..........      

usw.  
Die Klammer-Terme sind deshalb paarweise zueinander prim.  

Treten Potenzen von Primzahlen auf, dann hat dies keinen Einfluß (siehe Korollar 5.1/4).    
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Anmerkung: Ich habe mich entschlossen, ungewöhnliche Indizes zu verwenden: 

Der Term ( c – b)    wird geteilt von den Primzahlen 0 /P   ,   = 1, 2, .....   

                (c + b)     wird geteilt von den Primzahlen 0 /P    

                ( 2 2
c b ) wird geteilt von den Primzahlen 1/P   

                .................................................................................. 

                (
1 12 2

c b
 

 ) wird geteilt von den Primzahlen 1/P   

und womöglich von deren Potenzen. Damit ist die Anzahl der Klammern (  + 1). 

 

Korollar 7/3: Wenn die Fermat-Gleichung in diesem Falle erfüllt wäre, müßten alle Klammeraus-

drücke paarweise zueinander prime Fermat-Potenzen mit ein- und demselben Exponenten 2


sein: 

           c – b            = 2
0a



                                                                                                                            (7 – 2a) 

           c + b            = 2
0a



                                                                                                                           (7 – 2b)    

          2 2
c b         = 2

1a


                                                                                                                             (7 – 2c) 

         
2 22 2

c b      = 2
2a



 

          ...................................... 

          
1 12 2

c b
 

  = 1
2a


  

Natürlich gilt die Identität   

          0 0 1 2 1a a a a .......... a                                   a  

oder   2
0a



  0
2a


 
2

1a



2

2a


 ..........  2
1a


  
2

a


 

Alle Faktoren sind ungerade natürliche Zahlen, nachdem a als ungerade angenommen wurde. 

Alle möglichen Paare – und damit auch ihre Potenzen  – sind wegen Satz 7/2 zueinander prim:   

          ggT 0 0(a ;a )   = 1,   ggT 0 1(a ;a )  = 1   usw.       

 
Die Erfüllbarkeit von Gleichung (7 – 1b) hängt mit der Erfüllbarkeit der einzelnen Gleichungen  

(7 – 2a), (7 – 2b), (7 – 2c) ............. zusammen. Ist nur eine Gleichung davon nicht erfüllt, dann ist  
auch Gleichung (1 – 2) bzw. (7 – 1b) nicht erfüllt.  

Die ersten drei Gleichungen wollen wir nach den beiden folgenden Lemmata unter die Lupe 
nehmen. 

 

Lemma 7/4a:  Jedes Pythagoreische Dreieck   

         2 2 2
a b c  ,  wobei a, b, c  ℕ  

kann man durch die Formeln finden 

          a = 2 2
u v  

          b = 2  u  v 

          2 2
c u v   

Dabei sollen sein  (u; v)  ℕ   ℕ und es muß gelten  u > v. 
Setzt man diese Formeln in die Gleichung ein, dann erhält man die Identität 

          2 2 2
a b c     

Der größte Wert ist stets c, denn 

     1)    2 2
u v  > 2  u  v    

        2(u v)  > 0 

   2)    2 2
u v  > 2 2

u v  

Ist das Paar (a; b) zueinander prim, dann sind es auch die Paare (a; c) und (b; c) sowie (u; v)            

Wir wollen das stets annehmen.     
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Lemma 7/4b: Es sei die natürliche Zahl  k  gegeben, dann hat die Gleichung   

1)  2 2x y k    

nicht immer ein ganzzahliges Lösungspaar, 

2)  2 2x y k   

mindestens ein ganzzahliges Lösungspaar, wenn  k  eine ungerade natürliche Zahl ist. 

Beweis: 
Zu 1)  Für  k = 3  gibt es kein ganzzahliges Lösungspaar. 
           Für  k = 5  gibt es die Lösungspaare (1; 2) und (–1; –2).   

 Zu 2)  Es ist  2 2x y  = (x + y)  (x – y)  und  k = 1 2k k ,  dann folgt daraus das Gleichungssystem 

          x + y = 1k  

          x – y = 2k  

Daraus läßt sich die Behauptung ohne Schwierigkeiten ableiten.     

 

In den folgenden beiden Sätzen nehmen wir an: 
          Satz 7/5a)  Das Argument  c  ist eine gerade natürliche Zahl,      aber  b  ist ungerade. 

          Satz 7/5b)  Das Argument  c  ist eine ungerade natürliche Zahl,  aber  b  ist gerade. 
Nachdem c und b zueinander prim sein müssen, gibt es keine weitere Möglichkeit.    

 

Satz 7/5a) Wir betrachten die ersten beiden Gleichungen (7 – 2a) und (7 – 2b) von Korollar 7/3 
und erhalten durch Multiplikation die pythagoreische Gleichung  

          2 2 2
0 0c b (a a )



           
12 2 2 2

0 0c [(a a ) ] b


                                                                  (7 – 3) 

Annahme 1:  Es sei c eine gerade natürliche Zahl. 
Wir behaupten: Gleichung (7 – 3) kann nicht erfüllt werden. 

Beweis: c ist der größte Wert der Gleichung. Also gibt es nur die eine Möglichkeit  

          2 2
c u v         

Dann müßte sein 
          b = 2  u  v   

ebenfalls eine gerade Zahl. 
Das steht im Widerspruch zu der Tatsache, daß c und b zueinander prim sein sollen.     

 
Satz 7/5b) Wir betrachten die beiden Gleichungen (7 – 2a) und (7 – 2b) von Korollar 7/3  und 
erhalten wiederum durch Multiplikation die pythagoreische Gleichung  

          2 2 2
0 0c b (a a )



           
12 2 2 2

0 0c [(a a ) ] b


                                                                  (7 – 3) 

Zusätzlich verwenden wir die pythagoreische Gleichung 

          2 2
c b  = 2

1a


                                                                                                                                    (7 – 2c)               

Annahme 2: Es sei nun c eine ungerade natürliche Zahl. 
Wir behaupten: Mindestens eine der Gleichungen (7 – 3) oder (7 – 2c) kann nicht erfüllt werden. 

 
Beweis:  

a) Eigenschaften der Gleichung (7 – 3) 
a1)  c ist danach der größte Wert, also  

          c = 2 2
1 1u v                                                                                                                                             (7 – 4a) 

a2)  b ist eine gerade natürliche Zahl und kann somit nur sein 

          b = 1 12 u v   

a3)  (a0 – · a0+)LM – N

 muß ungerade sein und kann deshalb nur sein 

       (a0 – · a0+)LM – N

  = 2 2
1 1u v  
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b)  Eigenschaften der Gleichung (7 – 2c) 

b1)  Da jetzt aO
LM – N

 der größte Wert ist, gibt es nur die eine Möglichkeit  

          aO
LM – N

 = 2 2
2 2u v                                                                                                                                    (7 – 4b)    

Das Argument b ist gerade, deshalb muß gelten  

          b = 2 22 u v   

 b2)  c muß ungerade sein, dann kann nur sein  

          c = 2 2
2 2u v  

 

Ein Vergleich der beiden Gleichungen (7 – 3) und (7 – 2c) ergibt die Zusammenhänge:  

Argument b:         b = 1 12 u v   

                          b = 2 22 u v         

                        1 12 u v   = 2 22 u v                                                                                                         (7 – 5a) 

Argument c:            I   2 2
1 1u v  = c  

                            II   2 2
2 2u v  = c                                                                                                                (7 – 5b) 

                          2 2
1 1u v  = 2 2

2 2u v                                                                                                           (7 – 5c) 

Wegen (7 – 5c) muß gelten 

          2 1u u                                                                                                                                                    (7 – 6a) 

Damit kann man die Zusammenhänge aufstellen 

      2 1u k u  ,  wobei zunächst  k  ¤  und  k  > 1                                                                        (7 – 6b)    

      1 2v k v      wegen (7 – 5a)                                                                                                            (7 – 6c)  

O. B. d. A. sei 1 1u v , so daß unter Verwendung von (7 – 5a) die fortgesetzte Ungleichung gilt 

          2 1 1 2u u v v                                                                                                                                    (7 – 6d) 

 

Es werden nun Gleichung hergeleitet, die weder 1u , 1v , 2u  noch  2v  als Lösungen haben 

können, da auf der einen Seite ein echter Bruch, also keine ganze Zahl, auf der anderen aber eine 
ganze Zahl steht.  

 
Wir müssen von (7 – 6b) und (7 – 6c) zwei Fälle unterscheiden: 

1)  k  ℚ,  aber  k   ℕ  und   k  > 1 

Das bedeutet:   1 nicht 2u / u  

2)  k  ℕ 

Das bedeutet:   1 2u / u  

 

Zu 1) In diesem Falle ist also:  1u  ist kein Teiler von 2u  

Wir formulieren ein Gleichungssystem und setzen mit Hilfe von (7 – 5a) 

          1 1
2

2

u v
v

u


  

Eingesetzt in Gleichung II von (7 – 5b) erhält man 

          
2 2

2 1 1
2 2

2

u v
u c

u


                                                                                                                                        (7 – 7) 

Daraus folgt 

          II‘     4 2 2 2
2 1 1 2u u v u c     

Wir multiplizieren Gleichung I von (7 – 5b) mit 2
1u  und erhalten 

          I‘     4 2 2 2
1 1 1 1u u v u c     

Wir addieren die Gleichungen II‘ und I‘ und erhalten 

          4 4 2 2
1 2 1 2u u (u u ) c                                                                                                                               (7 – 8) 
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Wir teilen die Gleichung durch 2 2
1 2(u u )  und erhalten nach einer Polynom-Division 

          
4

2 2 2
1 2 2 2

1 2

2 u
u u c

u u


  


 

Wir haben nun angenommen, daß 

          1 nicht 2u / u  

Damit existiert mit Sicherheit eine Primzahl P̂ , welche die Summe im Nenner teilt, aber nicht 
den Zähler. Also ist der Bruch nicht vollständig kürzbar und somit keine ganze Zahl.  

Weiterhin ist der Nenner bestimmt größer als 2.  
Die linke Seite ist also keine ganze Zahl; wohl aber die rechte. Damit gibt es keine ganze Zahlen 

1u  und 2u , daß die Gleichung (7 – 8) erfüllt werden könnte.  

Somit sind auch die Gleichungen (7 – 5a) und (7 – 5c) in der Menge N in diesem Fall nicht lösbar. 

 

Zu 2)  In diesem Falle: 1u  / 2u .   

Wir verwenden die Gleichung  

          2 2
1 1u v  = 2 2

2 2u v                                                                                                                       nach (7 – 5c)  

Mit  (7 – 6b) und (7 – 6c) erhalten wir 

          2 2 2 2 2 2
1 2 1 2u k v k u v      

     2 2 2 2 2
1 2 1 2k (u v ) u v                                                                                                                             (7 – 9) 

Wir teilen die Gleichung durch 2 2
1 2(u v )  und erhalten 

          
2 2

2 1 2
2 2
1 2

u v
k

u v





                                                                                                                                        (7 – 10) 

Eine Polynom-Division auf der rechten Seite ergibt 

          
2

2 2
2 2
1 2

2 v
k 1

u v


 


 

Der rechte Summand ist sicherlich ein echter Bruch, denn Zähler und Nenner sind zueinander 
prim. 
Wenn nämlich, wie stets angenommen,  

          2 2ggT(u ;v ) 1       1 2ggT(u ;v ) 1 ,  nachdem 1u  / 2u .  

Damit gilt schließlich auch  

             2 2
1 2ggT(u ;v ) 1        2 2 2

2 1 2ggT(v ;(u v )) 1   

Siehe auch Satz 1/3 

Zudem ist der Nenner größer als 2, und zwar wegen (7 – 6d) 
 
Auf der linken Seite steht nun eine natürliche Zahl, auf der rechten Seite aber keine ganze Zahl  – 

und das ist nicht möglich. Das bedeutet, daß es keine Lösung für k in der Menge N gibt, wenn 1u  

und 2v  ganze Zahlen sein sollen. 

Somit sind auch die Gleichungen (7 – 5a) und (7 – 5c) in der Menge N in diesem Fall nicht lösbar. 
 

Keiner den beiden Fälle trifft also zu 

weder 1)   1 nicht 2u / u  

noch  2)   1 2u / u  

Eine dritte Möglichkeit gibt es nicht 

 
Damit ist mindestens eine der beiden Gleichungen (7 – 2c) oder (7 – 3) keine pythagoreische 

Gleichung, die in der Menge N lösbar wäre.     
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Satz 7/6:  Hauptsatz zu Fall II 
Wir behaupten, daß es zu den natürlichen Zahlen a, b keine natürliche Zahl c gibt, so daß erfüllt 
werden könnte die Gleichung 

          2 2 2
a b c

  

  , wobei  2
  = 4, 8, 16, .........                                                                      nach (1 – 2) 

 

Beweis: Wir untersuchen die äquivalente Gleichung (7 – 1a) und stellen sie als Produkt (7 – 1b) 
von (  + 1) Termen dar. Jeder dieser Terme müßte gleich einer Fermat-Potenz (7 – 2a), ......... 

mit dem Exponenten 2  sein, wenn (1 – 2) erfüllbar wäre. Diese Bedingung ist notwendig und 
hinreichend für die Erfüllbarkeit. 

Ist die Gleichung (7 – 1a) nicht erfüllbar, dann ist es dagegen hinreichend, wenn mindestens eine 
der Gleichungen (7 – 2a), (7 – 2b), ..........  nicht erfüllt werden kann. Genau das wurde festgestellt. 
Die Fermat-Gleichungen (7 – 3) und (7 – 2c) sind nichts anderes als „verkappte“ pythagoreische 

Gleichungen. Um diese zu untersuchen hatten wir zwei Alternativen. 

 

Zu Satz 7/5a:  c ist eine gerade natürliche Zahl. 
           Gleichung (7 – 3) ist nicht zu erfüllen. 

Zu Satz 7/5b:  c ist eine ungerade natürliche Zahl.  

           Mindestens eine der Gleichung (7 – 2c) oder (7 – 3) ist nicht zu erfüllen. 

 
Damit kann Gleichung 

          2 2 2
a b c

  

  ,  mit    > 1, also 2
  = 4, 8, 16, .......... 

nicht erfüllt werden. Zu allen diesen Exponenten 2
  gibt es kein Trippel (a; b; c) natürlicher 

Zahlen, daß die Fermat-Gleichung erfüllen könnte.     
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Kap. 8  Zusammenfassung der beiden Hauptsätze 
 

 

Die Vermutung von Fermat lautet:  

Gegeben sind natürliche Zahlen a und b sowie als Exponent die natürliche Zahl n, wobei  n > 2,  

Es gibt KEINE natürliche Zahl c, so daß die Gleichung  

         n n n
a b c                                                                                                                                       

erfüllt werden könnte: 

 

Fall I 

Der Exponent ist eine ungerade Primzahl p, p > 2. 

          p p p
a b c                                                                                                                                              (1 – 1)                                                 

Diese Fälle wurden bewiesen in den Sätzen der Kap. 6.1 und 6.2.  
Der Beweis gilt auch für alle ungeraden natürlichen Zahlen n, wobei n > 1. 

 

Mit den Fällen I A und I B 1, (I B 2) sowie I B 3 sind alle Möglichkeiten der Teilbarkeit der 

Argumente a, b und c durch den Exponenten p behandelt worden. Alle damit zusammen-

hängenden Sätze werden bewiesen. Die Vermutung von Fermat wird in diesem Falle I vollständig 

bestätigt.  
 

Fall II 

Der Exponent ist eine echte Potenz der Zahl 2, also 2 ,  mit  ψ  ∈ ℕ \ {1} 

          2 2 2a b c
  

                                                                                                  

Geben Sie hier eine Formel ein.         (1 – 2)                                                                                      
Dieser Fall II wurde im Kap. 7 besprochen und bewiesen. 

Die Vermutung von Fermat wurde in diesem Falle II bestätigt. 

 

Damit sind alle Möglichkeiten behandelt, alle natürlichen Zahlen n, mit n > 2 erfaßt, und die 

Vermutung ist allgemein bestätigt. 
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„Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.“ 
David Hilbert 

 
Kap. 9.1  Zahlen-Beispiele zu den Kap. 1 bis Kap. 5.4  
 
 
Zu Kap. 1  Grundlagen 
 
Beinahe eine Fermat-Gleichung 
 
Beispiel 1) 
a = 9     b = 11     p = 3 
9(+ 11( = 2060 
13(          =  2197 
Also: Kein „Fermat“. 
Mit der Zahl 12 braucht man es erst gar nicht versuchen, denn ggT(9; 12) = 3; aber 11 ist nicht 
durch 3 teilbar. 
 
Beispiel 2) 
a = 7     b = 10     p = 3 
73 + 103        =  
343 + 1000 = 1343 
Probe:  c = 11      113 = 1331 
               c = 12      123 = 1728  
Die Zahl 12 kann man als gerade Zahl sowieso ausschließen. 
Es ist   1331 < 1343 < 1728 
Also:  Kein „Fermat“. 
 
Zu Satz 1/1 Damit die Fermat-Gleichung 
           n n n

a b c   
überhaupt aufgestellt werden kann, muß gelten 
          a + b > c. 
a =  10     b = 17     p = 3 
          10( + 17(= 5913 
          √5913B  = 18,082……. 
          10 + 17  > 18,082……  
 
Zu Kap. 4  Der Körper der primen Restklassen ZF(, ) 
 
Zu Satz 4/9: Wir nehmen an, daß es eine Primzahl P gibt, so daß  

          P  / p p(c b ) ,   wobei  P > 2  und  P  p,  sowie  c – b > 2 
Zudem sei  ggT(P; c) = 1     ggT(P; b ) = 1 

Dann gilt in der primen Restklassen-Gruppe *
PZ  (P Großbuchstabe) 

entweder  ord(
1

c b


 ) = 1   

oder            ord(
1

c b


 ) =  p  
 

Beispiel 1)  Wir setzen  (
1

c b


 )  → 3,   p = 11 
3JJ – 1 = 0 mod P  
Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P. 
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3JJ = 177147   
177147 – 1 = 177146 
                       = 2 · 23 · 3851 
3JJ = 1 mod 2 
     Da  3 = 1 mod 2                      Also die Ordnung ist 1 
3JJ = 1 mod 23                            Also die Ordnung ist 11 
     23 = 2 · 11 + 1 
3JJ = 1 mod 3851                      Also die Ordnung ist 11 
     3851 = 350 · 11 + 1    

Beispiel 2)  Wir setzen  (
1

c b


 ) → 10,   p = 3 
10( – 1 = 0 mod P 
Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P.   
10( = 1000 
1000 – 1 = 3 · 3 · 3 · 37 
1000 = 1 mod 3                         Also die Ordnung ist 1     
10( = 1 mod 37                          Also die Ordnung ist 3  
     37 = 12 · 3 + 1 
 

Beispiel 3)  Wir setzen (
1

c b


 ) → 2,   p = 7 
2M – 1 = 0 mod P   
2M = 128   
      = 127 + 1 
128 = 1 mod 127   (127)  ist Primzahl 
127 = 18 · 7 + 1  
 
Zu Satz 4/10   
 
Wenn gilt   
          5 // (16 – 11)     dann gilt auch und umgekehrt     5N //  (16O  – 11O) 
16O  – 11O = 1048576 – 161051 = 887525 
                                                              =  5 · 5 · 131 · 271 
Wenn die exakte Teilung gilt 
     5 // (181 – 1)      
Also:  36 · 5 + 1 = 181,   wobei ggT(36; 5) = 1 
Dann gilt auch die exakte Teilung 
     5N // (181O – 1)  
Also:  181O = 194264244901 
                      = (2 · 2 · 3 · 3 · 11 · 19622651) · 25  +  1 
Denn es ist 
ggT((2 · 2 · 3 · 3 · 11 · 19622651); 25) = 1 
 
Zu Satz 4/13 
 

Beispiel 1)  Wir setzen  
1

(a b )


  → 3,  p = 11 
3JJ + 1 = 0 mod P  
Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und damit auch mindestens zwei ver-
schiedene Primzahlen P. 
3JJ = 177147   
177147 + 1 = 177148  
                       = 2 · 2 · 67 · 661 
3JJ = – 1 mod 4 
     Da  3 = – 1 mod 4,                  Also die Ordnung ist 2 
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3JJ =  – 1 mod 67,                       Also die Ordnung ist 22 
     67 = 6 · 11 + 1 
3JJ =  – 1 mod 661                     Also die Ordnung ist 22 
     661 = 60 · 11 + 1    
 

Beispiel 2)  Wir setzen 
1

(a b )


  → 10 

10( + 1 =0  mod P 
Es gibt mindestens zwei verschiedene Ordnungen und mindestens zwei Primzahlen P. 
10( +1 = 1001  
1001 = 7· 11· 13 
10( = – 1 mod 11       
     da 10 =  – 1 mod 11                Also die Ordnung ist 2                     
10( = – 1 mod 7                            Also die Ordnung ist 6   
     7 = 2 · 3 + 1 
10( =  – 1 mod 13                         Also die Ordnung ist 6      
     13 = 4 · 3 + 1 
 
Zu Satz 4/14  
Wenn die exakte Teilung gilt  
          3N // (29 + 7)    
29 + 7 = 2· 2 · 3 · 3 
dann gilt auch die exakte Teilung    
          3( //  (29( + 7() 
29( + 7( = 24389 + 343 = 24732 
                                                = 2· 2 · 3 · 3 · 3 · 229 
 
Zu Kap. 5.1  Die Fermat-Differenz  ( p pc b ) und ihre Faktorisierung 
Fall I A     ggT((c – b); p) = 1 
Zu den Sätzen 5.1/1 bis 5.1/6 
 
Beispiel 1):     c = 17     b = 6     p = 5     

5 517 6                  =  
1419857  – 7776  = 1412081  
                                = 11  128371                                         
1. Faktor  
17 – 6 = 11 
2. Faktor  
S(17; 6) = 128371 
                = 31  41  101                                    
Es gilt die Primheit der Faktoren, nach Satz 5.1/6 
ggT(11; 128371) = 1  
Fermat-Primzahlen nach Korolla 5.1/4 sind  
31   =   6  5 + 1 
41   =   8  5 + 1 
101 = 20  5 + 1 
 
Beispiel 2)     c = 139     b = 14     p = 3 
139( –  14(   = 
85619 – 2744 = 2682875 
                            = 125  21463 
c – b = 139 – 14 = 125 = 5  5  5 
S(c; b) = S(139; 14) = 21463 
                                       = 13  13  127  
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      13 = 4  3 + 1 
     127 = 42  3 + 1 
ggT(125; 21463) = 1 
 
Beispiel 3)     c = 17     b = 8     p = 5 
17O –  8O             =  
1419857 – 32768 = 1387089  
                           = 9 154121 
(c – b ) = 17 – 8 = 9 
S(c; b) = S(17; 8) = 154121 
                             = 11 · 14011 
     11 = 2 · 5 + 1 
     14011 = 2820 · 5 + 1  
ggT(9; 154121) = 1 
 
Beispiel 4)     c = 11     b = 2     p = 7 
11M – 2M = 
19487171 – 128 = 19.487.043       
                                = (3 3)  (29 197 379) . 
c – b = 11 – 2 = 9 
S(c; b) = S( 11; 2) = 29 197 379 
     29   = 4 7   + 1 
     197 = 28 7 + 1 
     379 = 54 7 + 1 
ggT(9; (29 197 379)) = 1 
 
Zu Kap. 5.2  Die Fermat-Differenz  ( p pc b ) und ihre Faktorisierung 
Fall I B     ggT((c – b); p) = p  
Zu den Sätzen 5.2/1 bis 5.2/6 
 
Beispiel 1)     c = 17     b = 8     p = 3 
17( – 8( = 4913 – 512  
                = 4401 
                = 9   489 
c – b = 17 – 8 = 9 
T(c; b) = 489  
              = 3   7 19 
     7 = 2   3 + 1 
     19 = 6   3 + 1 
ggT(9; 489) = 3 
3N // (17 – 8)       3( // (17( – 8() 
 
Beispiel 2)     c = 19     b = 12     p = 7 
19M – 12M                      = 
893871739 – 35831808 = 858039931 
                                                = 7   7   43   407233 
c – b = 19 –  12 = 7 
T(c; b) = 7   43   407233 
     43 = 6   7 + 1   
    407233 = 58176   7 + 1 
ggT(7; (7 43 407233)) = 7 
7 // (19 – 12)       7N // (19M – 12M ) 
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Zu Kap. 5.3  Die Fermat-Summe ( p pa b ) und ihre Faktorisierung,  
 
1. Fall     ggT((a + b); p) = 1 
Zu den Sätzen 5.3/1 bis 5.3/6 
 
Beispiel 1)     a = 17     b = 8     p = 3 
17( + 8( = 
4913 + 512 = 5425 = 5   5   7   31  
a + b = 17 + 8 = 25 
G(a; b) = 217 
              = 7 31 
     7 = 2   3 + 1 
     31 = 10   3 + 1 
ggT(25; 217) = 1 
 
Beispiel 2)     a = 11     b = 2     p = 7 
11M – 2M = 13 1499023 
                 = 13  (43 71 491) 
a + b = 11 + 2 = 13 
G(a; b) = 43 71 491 
     43  = 6 7   + 1 
     71  = 10 7 + 1 
     491 = 70 7 + 1 
ggT(13; 1499023) = 1  
 
Zu Kap. 5.4  Die Fermat-Summe ( p pa b ) und ihre Faktorisierung 
 
2. Fall     ggT((a + b); p) = p 
Zu den Sätzen 5.4/1 b is 5.4/6 
 
Beispiel 1)     a = 17     b = 8     p = 5 
17O +  8O                  =  
1419857 + 32768 = 1452625  
                                     = 5   5   5   11621 
a + b = 25 = 5   5 
H(a; b) = 11621     Primzahl 
     11621 = 2324   5 + 1  
ggT(125; 5 11621) = 5 
5N // (17 + 8)      5( // (17O +  8O)    
 
Beispiel 2)    a = 7     b = 47     p = 3 
7( +  47(   =  
343 + 103823 = 104166  
                            = (2   3   3   3)   (3   643) 
a + b = 7 + 47 = 54  
                             = 2   3   3   3 
H(a; b) =  3   643 
     643 =  214   3 + 1  
ggT(54; (3   643)) = 3 
3( // (7 + 47)      3R // (7( +  47()    
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Kap. 9.2  Zahlenbeispiele zu Kap. 6.1 
 
 
Beispiel 1) 
p = 3 
x = 7             73 = 343  
y = 8             83 = 512 
z = 11           113 = 1331 
73 + 83 = 855 
           =  3 3 5 19 
Die Zahlen des Tripels 7, 8, 11 sind paarweise zueinander prim. 
2 a = 343 – 512 + 1331      = 1162             
   a = 581         581 = 7 83                   
2 b = – 343 + 512 + 1331 = 1500             
   b = 750        750 = 2 3 53 

2 c = 343 + 512 + 1331     = 2186             
   c = 1093       Primzahl                   
Auch die Argumente a, b, c sind paarweise zu einander prim. 
Es müßte sein 
          z0 > x0 + y0 
Es ist auch                                          
          113 > 73 + 83  
Es gilt  
          c < a + b  
und es ist auch 
          1093 < 581 + 750 
„Fermat-Gleichung“ 
5810 + 7500  ?=? 10930 
196.122.941 + 421.875.000 ?=? 
          617.997.941                        1.305.751.357 
Die notwendigen Bedingungen sind zwar erfüllt, aber eben die Fermat-Gleichung nicht. Sie könnte 
auch gar nicht erfüllt sein, da die Voraussetzung nicht stimmig. Es gilt nämlich 
        11  /nicht  (73 + 83) 
   
Beispiel 2a) 
F1(a, b, c; p)  
x = 4     y = 5     p = 3 
43 + 53 = 189  
              = 3 · 3 · 3 · 7 
 
Gewählt: z = 7 
Bedingungen erfüllt 
7  > 5   und   7 / 189   und   7 ist ungerade 
43 + 53 < 73  
 
Berechnung der Argumente 
2 c = 43 + 53 + 73 = 532 
   c = 266  
          266 = 2 · 7 · 19 
 
2 a = 43 – 53 + 73 = 282 
   a = 141 
           141 = 3 · 47 
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2 b = – 43 + 53 + 73 = 404 
    b = 202 
           202 = 2 · 101      
ggT(266; 202) = 2   
Wäre für „Fermat“ nicht zu gebrauchen!  
 
„Fermat“ 
a3 + b3 =  1413 +2023     
            = 2.803.221 + 8.242.408  = 11.045.629 
c3         = 2663                             = 18.821.096 

Falls „Fermat“ F(a, b, c) erfüllt wäre   
         cF  = √a0 + b0H

  = √1410 + 2020H
 =  √11045629H  = 222,705………… 

 
Beispiel 2b) 
F2(A, B, C; p) 
x = 4     y = 5     p = 3 
43 + 53 = 189 = 3 · 3 · 3 · 7 
 
Gewählt: z = 9 = 4 + 5 
Bedingungen erfüllt:   
9 / 189   und    9 > 5   und   9 ist ungerade             
43 + 53 < 93 

 
Berechnung der Argumente 
2 C = 43 + 53 + 93 = 918 
   C = 459  
         459 = 3 · 3 · 3 · 17 
 
2 B = – 43 + 53 + 93 = 790 
   B = 395 
         395 = 5 ·79 
2 A =  43 – 53 + 93 = 668 
   A = 334 
         334 = 2 · 167                 Die Argumente sind paarweise prim. 
 
Vergleich der beiden Beispiele 2a) und 2b) 
A = a + m 
334 = 141 + m      m = 193 
B = b + m  
395 = 202 + m     m = 193 
C = c + m 
459 = 266 + m      m = 193 
(a + m)3 + (b + m)3 = 3343 + 3953  
                                = 37.259.704 + 61.629.875 
                                = 98.889.579 
 (cF + m) = 222,705….. + 193  
               = 415,705….. 
(cF + m)3 = 71.838.250,021…..  
Natürlich gilt, wie bewiesen, die Ungleichung  
          (a + m)3 + (b + m)3  >  (cF + m)3   
            98.889.579……..  >  71.838.250,021…..  
 
Schlußbemerkung: Als – gleichwertige – z-Argumente können gewählt werden alle Teiler von 
189, mit Ausnahme der Zahlen 1 und 3:     7, 9, 21, 27, 63 ………., 189 
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Beispiel 3a) 
F1(a, b, c; p) 
x = 3     y = 7     p = 5 
35 + 75 = 17.050  
              =  2 · 5 · 5 · 11· 31 
 
Gewählt: z = 10     
Bedingungen sind erfüllt. 
7 < 10  und  10 / 17.050  und  10 ist gerade 
35 + 75 < 103 
 
Berechnung der Argumente 
2 c = 35 + 75 + 105 = 117.050 
   c = 58.525 
2 b =  – 35 + 75 + 105 = 116.564 
   b = 58.282 
2 a = 35 – 75 + 105 = 83.436 
   a = 41.718 
Wenn „Fermat“ erfüllt wäre 
cF = √NO + POQ

  
    = √41718 + 58282Q  = 60.324,121….. 
 
Beispiel 3b) 
x = 3     y = 7    p = 5 
35 + 75 = 17.050 =  2 · 5 · 5 · 11· 31 
 
Gewählt: z = 2 · 11 = 22 
Bedingungen sind erfüllt. 
7 < 10  und  10 / 17.050  und  10 ist gerade 
35 + 75 < 223 
 
Berechnung der Argumente 
2 C = 35 + 75 + 225 = 5.170.682 
   C = 2.585.341              
           m = 2.585.341 –  58.525  
               = 2.526.816 
2 B = – 35 + 75 + 225 = 5.170.196 
   B = 2.585.098 
           m = 25858098 –  58.282  
                = 2.585.816 
2 A = 35 – 75 + 225 = 5.137.068 
   A = 2.568.534 
           m = 2.568.534 – 41.718  
                = 2.526.816 
 
 
Vergleich der beiden Beispiele 3a) und 3b) 
 
A = (a + m) =  2.568.534 
(a + m)5 = 1,117960 e+32 
B = (b +m) =  2.585.098 
(b + m)5 = 1,154476 e+32 
cF + m = 60.324,121….. + 2.526.816 = 2.587.140,121……. 
(cF + m)5 = 1,159043 e+32 
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Natürlich gilt die Ungleichung 
          (a + m)5 + (b + m)5  >  (cF + m)5 
          1,117960….. e+32  +  1,154476….. e+32  >  1,159043….. e+32 
   
Schlußbemerkung: Mögliche Werte für das Argument z, das sind alle geraden Teiler von 17050 
mit Ausnahme von 2:     10, 22, 50, ……..., 17050 
 
Zu Hilfssatz 6.1/5: Es gelte  
          ap + bp = cp  
Dann existieren die Ungleichungen 
          ak + bk > ck  für k = 1; 2; ………(p – 1)  
a = 13,  b = 19,  p = 5  
p = 5 
135 + 195 = 2.847.392 
     cF           =   19,538420……….  
                   =    ~ 19,538 
k = 4 
134 + 194  =  158.882  
  19,5384   =  145.720,422….. 
     158.882  >  145.720,……  
k = 3 
133 + 193  =  9.056 
  19,5383  =  7.458,308….. 
     9.056  >  7.458,….. 
k = 2 
132 + 192  =  530  
 19,5382  =  378,458…..  
     530  >  378,….. 
k = 1 
13 + 19    >   19,538…..  
 
Ergebnis: 
Die Summe auf der linken Seite ist immer größer als die Potenz auf der rechten Seite.  
In  Übereinstimmung mit dem  Beweis. 
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Kap. 9.3  Zahlen-Beispiel zu Kap. 6.2 
 

 

p = 3     x = 4     y = 5   
pp – 1 xp + yp = 32 · 43 + 53 

                       = 701   Primzahl   

Also 

z = 32 · 43 + 53 = 701 

2 a = 32 · 43 – 53 + 7013 

      = 344.472.552 

  a  = 172.236.276  

2 b = – 32 · 43 + 53 + 7013 

       = 344.471.650 

    b = 172.235.825  

2 c = 32 · 43 + 53 + 7013 

      = 344.472.802 

    c = 172.236.401  

Damit 

          (
+

,
)3 = 0,999997822………… 

          (
0

,
)3 = 0,999989967………… 

Also kann Gleichung  

          (
+

,
)3  + (

0

,
)3 = 1 

⇔     (1 –  
56

,
 )p  +  (1 –  

7(6)8 9:6

,
 )p  =  1 

keinesfalls erfüllt werden. 
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Kap. 10  Vergleich  „Satz von PYTHAGORAS“  –  „Vermutung von FERMAT“  
 
 
Ich möchte behaupten, daß mein Lösungsweg direkt und geradlinig zum Ziel geführt hat; ich 
habe offensichtlich die „Direttissima“ gefunden. Von enormer Wichtigkeit war dabei die Er-
kenntnis, daß sich die drei Fermat-Terme – zwei Differenzen, eine Summe – in je zwei zu 
einander prime Faktoren zerlegen lassen, unter der Voraussetzung, daß der Exponent p (un-
gerade Primzahl) keine der Argumente a, b und c teilt. Damit konnte ich die Haupt-Gleichungen 
aufstellen, eine notwendige Bedingung für die Existenz der Fermat-Gleichung. Darüber hinaus 
leisteten mir zwei Ungleichungen, die ich herleiten konnte und welche die Argumente unbedingt 
zu erfüllen haben, gute Dienste.             
 
Mit meinem Verfahren habe ich dem Problem so zu sagen ins Innere geschaut und kann damit 
auch unschwer begründen, warum es Tripel Natürlicher Zahlen (a; b; c) gibt, die den Pytha-
goreischen Lehrsatz erfüllen, aber warum solche Zahlen-Tripel für den Großen Satz von Fermat 
für keinen Exponenten p zu finden sind.  Diese Begründung will ich nun liefern. 
 
Betrachtungen zum Pythagoras 
 
Gegeben sei der Term 
          c? – b?   
Wir nehmen an, daß es eine Primzahl P gibt, welche den Term teilt 
          P / (c? – b?) 
Und es sei 
          ggT (c; P) = 1   und   ggT (b; P) = 1 
Dann gilt in der primen Restklasse mod P 
           c? – b? = 0 mod P 
     (c·bCD)? = 1 mod P 
 
Das Element  (c · bCD)  kann also haben: 
 
Möglichkeit 1) In der Restklasse mod PD  die Ordnung 1. 
In diesem Falle läßt sich über die Art der Primzahl  PD keine Angabe machen.   
 
Möglichkeit 2) In der Restklasse mod P?  die Ordnung 2.  
Nun sind die Ordnungen der Elemente einer Gruppe von Primen Restklassen mod P sind stets 
Teiler der Differenz (P – 1). Mindestens ein Element der Ordnung 2 tritt damit in jeder dieser 
Gruppen auf. 
Damit wäre die Form der Primzahl 
         P? = (2) + 1             Der Vervielfachungsfaktor ist eine Natürliche Zahl. 
Alle ungeraden Primzahlen haben aber diese Form. 
Wenn es nun eine Natürliche Zahl a gibt, welche die Gleichung  
          IJ – KJ = LJ  
erfüllt, dann muß diese Zahl a keiner weiteren Bedingung hinsichtlich ihrer Primfaktoren 
gehorchen. Diese können beliebig sind. 
 
Im Übrigen müssen wegen der verschiedenen Ordnungen des Elementes (c · bCD) die beiden 
Primzahlen PD und P? auch verschieden sein. 
 
Betrachtungen im Falle „Fermat“ 
 
Gegeben sei der Term 
          cN – bN,  wobei p Primzahl und  p > 2 
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Wir nehmen an, daß es eine Primzahl P gibt, die den Term teilt 
          P / (cN – bN) 
Und es sei 
          ggT (c; P) = 1   und   ggT (b; P) = 1 
Dann gilt in der primen Restklasse mod P 
          cN – bN = 0 mod P 
     (c·bCD)N = 1 mod P 
 
Das Element  c·bCD  kann also haben: 
 
Möglichkeit 1) In der Restklasse mod PD  die Ordnung 1. 
In diesem Falle läßt sich über die Art der Primzahl  PD keine Angabe machen.   
 
Möglichkeit 2) In der Restklasse mod P?  die Ordnung p.  
Damit wäre die Form der Primzahl 
         P? = (p) + 1             Der Vervielfachungsfaktor ist eine gerade Natürliche Zahl. 
Denn ein Element, das die Ordnung p hat, kann nur ein Element der Restklasse mod P sein, wenn 
          p / ( P – 1) 
Diese Form haben nur bestimmte ungeraden Primzahlen. Zu einem Exponenten p passen also 
nur bestimmte Primzahlen.  
Wenn es eine Natürliche Zahl a gibt, welche die Fermat-Gleichung  
          c? – bN = aN  
erfüllen soll, dann muß diese Zahl a hinsichtlich der Form ihrer Primfaktoren auch noch der 
obigen Bedingung gehorchen. Offensichtlich sind diese beiden Bedingungen, ein Zahl a zu finden, 
die der Fermat-Gleichung erfüllen soll, dabei aber nur bestimmte Primfaktoren enthalten darf, zu 
viel des Guten. Weil eben die Fermat-Gleichung nicht erfüllt werden kann. 
 
Im Übrigen müssen wegen der verschiedenen Ordnungen, nämlich 1 und p, die beiden 
Primzahlen PD und P? auch verschieden sein. 
 
Diese Ausführungen sind selbstverständlich nur eine Begründung, eine durchaus logische 
Begründung, aber kein Beweis für die historische Vermutung von Fermat.  
 
Im Internet findet man eine Besprechung des Großen Satzes von Fermat und seiner Lösung 
durch Andrew Wiles. Der Autor führt aus, daß es letztendlich das Bestreben einer Lösung sein 
muß, zu zeigen, daß die „Anti-Fermat-Welt“ nicht existiert. In diesem Falle existieren dann, wie 
weiter ausgeführt wird, keine natürlichen Zahlen, welche die Fermat-Gleichung erfüllen. 
„Fermat-Welt“ und „Anti-Fermat-Welt“ werden explizit nicht erklärt; sie scheinen Begriffe aus 
der Mystik zu sein.  
 
Die Richtigkeit der Fermatschen Vermutung wurde dagegen durch meine obigen Betrachtungen 
logisch und klar, rational begründet.  
 
Eine Mystifizierung des Problems ist demnach reichlich überflüssig. Im Übrigen ist die Zahlen-
mystik schon vor geraumer Zeit zu Grabe getragen worden. 
Das sollte längst Allgemeingut unter den Mathematikern  sein. 
 
Die Beschäftigung mit der Zahlentheorie ist dennoch, oder gerade deswegen löblich. Auch weil 
die „natürlichen Zahlen von Gott sind“, wie ein bekannter Mathematiker einmal behauptet hat.  
Gibt es für den menschlichen Verstand etwas Schöneres als sich mit Gottes grandiosem Werk, 
wenn auch nur mit einem bedeutend-unbedeutenden Knoten davon, zu beschäftigen? 
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Kap. 11  Nachwort 
 
 
In Memoriam Walter M. (1926 - 1991)  
 
An einem Münchner Gymnasium hatte ich in den 80iger Jahren des vergangenen Jahrhunderts 
einen Fachkollegen, mit dem mich eine lose Freundschaft verband, die von gegenseitiger 
Achtung geprägt war. Wir hatten uns auch einige Male mehr oder weniger oberflächlich über das 
Fermat’sche Problem unterhalten. Mir ist noch in Erinnerung, wie er sich einmal amüsiert hatte, 
als er mir erzählte, daß es eine Abhandlung geben soll, welche die Wahrscheinlichkeit der 
Erfüllung des Großen Satzes vom Fermat zum Thema hat.  
(Bekanntlich wurde die Lösung von Andrew Wiles und Richard Taylor erst später um das Jahr 
1994 der Öffentlichkeit vorgestellt.) 
  
Herr M. hatte katholische Theologie studiert, ist aber als junger Kooperator seinem Herzen und 
seinem Gewissen gefolgt und hat eine Familie gegründet ......  
 
Er war nicht nur ein hervorragender, weltoffener Theologe, sondern auch ein belesener 
Germanist, ein vokabel- und grammatik-sicherer Lateiner und eben ein ausgezeichneter Mathe-
matiker. Nach eigenem Bekunden – seine Angaben sind über jeden Zweifel erhaben – war er 
Klassenprimus an einem Gymnasium in einer bayerischen Kleinstadt. Und eilfertig fügte er 
hinzu: ”Mit einem anderen Schüler.”  
Der Mitschüler war – Joseph Ratzinger. 
 

Die Linien des Lebens sind verschieden, 
wie Wege sind und wie der Berge Grenzen. 

Was hier wir sind, kann dort ein Gott ergänzen 
mit Harmonien und ewigem Lohn und Frieden. 

 
Friedrich Hölderlin 
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Die Mathematik, meine bescheidene Welt –  

die christliche Lehre, der Leitfaden meines Lebens.  
 
 
 
 
Mein Bekenntnis 
 
Natürlich bin ich stolz darauf, den Großen Satz von Fermat, ein so bekanntes mathematisches 
Problem gelöst zu haben. Aber ich habe nur einen kleinen Knoten lösen können im grandiosen 
Geflecht der Mathematik. Ich habe nur ein Sandkorn im wohl unbegrenzten Weltall gefunden. 
Mich treibt die Frage um, aus wie vielen Sandkörnern besteht Gottes herrliche Welt? Mit wie 
vielen Knoten hat der Herrgott die Mathematik geflochten? Offensichtlich geht ihre Anzahl über 
meine Vorstellung.  
 
Wenn mich aufgrund dieser, meiner Leistung bescheidener Stolz erfüllt, dann wird mir das 
bestimmt niemand übel nehmen. Aber Überheblichkeit wäre wirklich nicht angebracht. Statt-
dessen muß ich meinem Schöpfer danken, daß er mich befähigt hat, in einem kleinen, aber für 
den menschlichen Geist dennoch anspruchsvollen Teil seiner Schöpfung einzudringen.  
 
Die Beschäftigung mit Mathematik lehrt mich große Ehrfurcht und aufrichtige Demut vor dem 
Allerhöchsten.  
Und mein Allerhöchster ist der liebende Gott des Evangeliums. Trotz meiner Unzulänglichkeit 
kann ich mich ihm erhobenen Hauptes nähern, mit ihm auf gleicher Augenhöhe verkehren. Er 
verlangt keine „Unterwerfung“ und die Aufgabe meiner Individualität. Nein, er hat mir ein 
Gewissen gegeben, das die Richtschnur meines Denken und Handelns ist.  
 
Meine Verfehlungen wird er mir verzeihen, wenn ich mich dazu bekenne und diese aufrichtig 
bereue. Das wird mir durch die Lehre Jesu Christi kund getan. Es ist meine Überzeugung, daß die 
Annahme dieser Lehre den Menschen über die belebte Natur erhebt. Der Mensch sollte sich erst 
dann als Krone der Schöpfung bezeichnen, wenn er diese christliche Botschaft angenommen und 
verinnerlicht hat. Ihre Befolgung garantiert einen respektvollen Umgang untereinander, ein 
friedliches Miteinander und die Achtung der Schöpfung. Nur wenn die christliche Botschaft in 
alle Lebensbereiche eindringt und bestimmend ist, kann der Mensch voller Hoffnung in die 
Zukunft blicken.    
 
Die Erfahrung lehrt uns jedoch leidvoll und das bis zum heutigen Tag, daß wir stets bereit sein 
müssen, die frohe Botschaft Jesu Christi gegen abwegige, menschenverachtenden „Pseudo-
Religionen“, also gegen „falsche Propheten“ zu verteidigen. 
 
Mein Schöpfer, der Allmächtige, gebe mir weiterhin die Kraft dazu. 
 
 

Mainburg, im Oktober 2023 
 

Dipl.-Phys. 
Joseph K. Pfaffinger 

Gymnasiallehrer (M / Ph) i. R. 
84048 Mainburg 

jo.k.pfaffinger@hjkp.de 
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Allgemein-verständliche Kurzfassung zu „Ein Beitrag zum Großen Satz von Fermat“  
 
 
Bekanntlich hat es eine Unmenge von Lösungsversuchen des Großen Satzes von Fermat 
gegeben. Es ist deshalb nicht verwunderlich, wenn man zunächst auf Skepsis und Ablehnung 
stößt, wenn jemand behauptet, eine Lösung des Problems gefunden zu haben. Dennoch habe ich 
es vor einigen Jahren gewagt, das Problem „Fermat“ anzugehen. Ein Grund war auch, mich im 
Ruhestand mathematisch beweglich zu halten.  
Meine Arbeit stellt sich bescheiden als „Ein Beitrag zum Großen Satz von Fermat“ vor. Das Wort 
„Beweis“ verwende ich in der Überschrift also zunächst nicht – bis ein Gutachten die Richtigkeit 
meiner Arbeit bestätigen wird.  
Wenn Sie sich aber, verehrter Leser, die Mühe machen, meinen „Beitrag“ etwas genauer unter 
die Lupe zu nehmen, dann werden Sie als Mathematiker feststellen, daß es sich um eine seriöse 
Arbeit handelt.  
 
Ich führe die Vermutung von Fermat zunächst einmal an. 
Sie lautet: 
Gegeben sind Natürliche Zahlen  a  und  b  sowie die Natürliche Zahl  n, wobei  n > 2, die als 
Exponent auftritt. 
Es gibt  KEINE  Natürliche Zahl c, mit c > 1, so daß die Gleichung erfüllt werden könnte  

         n n n
a b c   

 
Die Natürlichen Zahlen sind  ℕ = {0; 1; 2; 3; ..........}  
 
In meinem „Beitrag“ versuche ich, die Vermutung zu bestätigen. 
 
Dabei habe ich die unter Zahlentheoretikern üblichen Mitteln und Wege gewählt: 
a) Die Primfaktor-Zerlegung natürlicher Zahlen habe ich angewandt.  
b) Die Primheit auftretender Zahlenpaare, wie a und b, angenommen und die Primheit von 
einem Term mit einem anderen Term gefordert oder falls nötig bewiesen. 
 
Durch diese Methode wird die allgemeine Gültigkeit der Aussagen und der Beweise nicht einge-
schränkt, wie auch gezeigt. 
 
Die Primfaktor-Zerlegung wird bereits beim Exponenten n, n > 2, vorgenommen. Es wird be-
wiesen, daß man alle möglichen Exponenten n = 3; 4; 5; .......... erreicht, wenn man annimmt, daß 
Fall I)  n eine ungerade Primzahl p ist. 
Also  p = 3, 5, 7, 11, .......... 
Fall II) n eine echte Potenz von 2 ist. 
Also  n = 4, 8, 16, 32, .......... 
 
In dieser Zusammenfassung wird nur  Fall I A behandelt  

          F1(a, b, c; p)     p p pa b c  ,   p = 3; 5; 7; 11; ..........                                                    (6.1 – 0/1) 
und zwar unter der Einschränkung, daß  
          p nicht/  (a·b·c)     ⇔     p nicht/  a       p nicht/  b       p nicht/  c 

Die Fälle I B 1, I B 2 und I B 3 behandeln die Möglichkeit, daß genau ein Argumente durch den 
Exponenten p geteilt wird. 
Diese Behandlung ist etwas aufwendiger, aber auch schwieriger. Ich habe diese Fälle ebenfalls in 
der Arbeit besprochen und möglicherweise gelöst. 
Die Zusammenfassung berücksichtigt auch nicht den Fall  II, In diesem Fall II ist der Exponent n 
eine echte Potenz von 2, also 4, 8, 16 ………  
Diese Möglichkeit ist im Kap. 7 zu finden. Auch hier wird eine Lösung angegeben. 
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Wir nehmen nun an, daß existiert die Fermat-Gleichung 
          F1(a, b, c; p)  unter der Bedingung   p nicht/  (a·b·c) 

 
Wir betrachten zunächst den Term 

          p pc b ,   wobei  p teilt nicht  (c – b)   
Eine Faktorisierung bietet sich hier geradezu an 

          p pc b   (c – b)  S(c; b) 

          wobei  S(c; b): = p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1c c b c b c b .......... c b cb b               
Es ist leicht einzusehen, daß der Faktor S(c; b) irgendwie von einer Primzahl P abhängen könnte, 
die im Zusammenhang mit dem Exponenten p steht.  
Es stellt sich heraus, und das kann mit einfachen Sätzen aus der Gruppentheorie bewiesen 
werden, daß die beiden Faktoren zueinander prim sind, falls p, wie angenommen, die Differenz 
(c – b) nicht teilt. Diese Entdeckung ist in meiner Arbeit von entscheidender Bedeutung. 
  
Sollte „Fermat“ erfüllt sein 

          p p pc b a  ,  
dann müssen beide Faktoren wegen ihrer Primheit jeweils „Fermat-Potenzen“ sein: 

          c – b = px  

          S(c; b) =  pX   
Zum Beweis benötigen wir nur die Differenz als Fermat-Potenz; diese aber ist eine Hauptstütze. 
Im Beweis wird gezeigt 
.         a) die Primheit von x mit X                      ggT(x, X) = 1 
.         b) X hat nur Primfaktoren der Form        P = (p) + 1   
              (p) bedeutet das gerade ganzzahlige Vielfaches von p 
 

Wir betrachten nun den Term  p pc a , unter der Bedingung  c teilt nicht  (c – a)  
und seine Zerlegung 

         p pc a   (c – a)  S(c; a) 
Durch Vertauschung von a mit b kann man folgern: 
Auch hier müssen die beiden Faktoren zueinander prim sein, falls p nicht (c – a) teilt.  
Und sollte „Fermat“ erfüllt sein 

          p p pc a b  , 
dann müssen beide Faktoren wegen ihrer Primheit jeweils „Fermat-Potenzen“ sein: 

          c – a = py  

          S(c; a) = pY  
Mit    a)  ggT(y, Y) = 1 
          b)  Y hat nur Primfaktoren der Form P = (p) + 1 
 
Zu guter Letzt kann man auch den Summenterm faktorisieren in 

          p pa b  = (a + b) G(a; b) 

          wobei  G = G(a; b): =  p 1 p 2 p 3 2 p 4 3 2 p 3 p 2 p 1a a b a b a b ..... ..... a b ab b                 
Auch hier sind, das wird gezeigt, die beiden Faktoren zueinander prim, falls p die Summe  
(a + b) nicht teilt, so daß man mit obiger Begründung diese als Fermat-Potenzen annehmen 
kann: 

          a + b = pz  

          G(a; b) = pZ  
Im Beweis wird gezeigt 
          a) die Primheit von z mit Z                       ggT(z, Z) = 1 
          b) Z hat nur Primfaktoren der Form         P = (2 p) + 1 
              (2 p) bedeutet das ganzzahlige Vielfache von p. 
Wiederum benötigen wir für die Bearbeitung nur die Summe. 
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Aus den drei Gleichungen 

          c – b = px                                                                                                                             (6.1 – 1a) 

          c – a = py                                                                                                                           (6.1 – 1b)  

          a + b = pz                                                                                                                           (6.1 – 1c)   
ermitteln wir die Abhängigkeit der Argumente a, b, c von den Fermat-Potenzen 

          2 a = px – py  + pz                                                                                                             (6.1– 2a) 

          2 b = – px  + py  + pz                                                                                                       (6.1 – 2b) 

          2 c = px  + py  + pz                                                                                                           (6.1 – 2c) 

Diese Gleichungen sind von einer Schönheit, einer mathematischen, so daß ich sie deshalb als 
Haupt-Gleichungen des Fermat-Problems bezeichne. 
 
Satz 6.1/3: Die Potenzen des Tripels x, y, z müssen der – äußerst wichtigen – Ungleichung 
genügen 

          px + py  < pz                                                                                                                       (6.1 – 3) 

Beweis: Damit die Fermat-Gleichung 

          p p pa b c                                                          
überhaupt aufgestellt werden kann, muß nach Satz 1/1 gelten 
          a + b > c       c – (a + b) < 0 
Wir bilden von den Gleichungen (6.1 – 1a, b, c) die Summe von 1) mit 2) und subtrahieren 3).  
Damit erhalten wir 

          2 [c – (a + b)] = px + py  – pz   

Nachdem gelten muß   
          2 [c – (a + b)] < 0 
ist es notwendig und hinreichend, daß 

   ⇔   px  + py  < pz       

 
Satz 6.1/4: Weiterhin gilt die wichtige Teilung, die aus Gleichung (6.1 – 2c) hergeleitet werden 
kann 
          z / (xp + yp)     

 
Man kann Natürliche Zahlen x, y, z wählen und damit die Argumente a, b, c berechnen. Dabei 
müssen die Zahlen paarweise zueinander prim sein und den Forderungen der Sätze 6.1/3 und 
6.1/4 genügen. Trotz der gewählten paarweisen Primheit der Zahlen x, y, z ist nicht 
gewährleistet, daß auch die berechneten Argumente a, b, c paarweise prim sind. Umgekehrt aber 
ist die paarweise Primheit der Argumente a, b, c nach Satz 6.1/2 hinreichend für jene der Zahlen 
x, y, z. 
 
Wir nehmen nun an, daß eine weitere Fermat-Gleichung existiert 
          F2(A, B, C; p)           Ap + Bp = CP                                                                                   (6.1 – 0/2) 
Und zwar auch unter der Voraussetzung, daß keines der Argumente durch die Primzahl p,  
mit p > 2, teilbar ist: 
          p nicht/  (A·B·C)     ⇔     p nicht/  A       p nicht/  B       p nicht/  C         

Die Annahme der Existenz von (6.1 – 0/2) wird sich als berechtigt erweisen. 
Weiterhin sollen die entscheidenden Voraussetzungen (notwendigen, jedoch nicht hin-
reichenden Bedingungen) für eine mögliche Erfüllbarkeit der Fermat-Gleichung sein:  

1)   C – B = px        nach Def. 5.1/c          ggT((C – B); p) = 1                                                   (6.1 – 4a) 

2)   C – A = py        nach Def. 5.1/e          ggT((C – A); p) = 1                                                   (6.1 – 4b) 

3)   A + B = zX
Y        nach Def. 5.3/a          ggT((A + B); p) = 1                                                      (6.1 – 4c) 
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Die beiden Differenzen haben die gleichen Potenzen, nämlich  xp  bzw.  yp.   
Wir vergleichen  
(6.1 – 4a) mit (6.1– 1a)        dann gilt   C – B = c – b  
(6.1 – 4b) mit (6.1 – 1b)      dann gilt   C – A = c – a  
Das ist nur möglich, wenn 
          A = a + m                                                                                                                            (6.1 – 5a) 
          B = b + m                                                                                                                           (6.1 – 5b)   
          C = c + m,   wobei m ∈ ℕ \ 0                                                                                               (6.1 – 5c) 
Wegen 
          A + B   a + b   gilt auch   zX

Y   zp                                                                                                (6.1 – 6) 

   
Wie oben erhält man die Hauptgleichungen 

          2 A = px – py  + zX
Y                                                                                                                          (6.1 – 7a) 

          2 B = – px  + py  + zX
Y                                                                                                                     (6.1 – 7b) 

          2 C = px  + py  + zX
Y                                                                                                                        (6.1 – 7c) 

 

Die Potenzen px , py , zX
Y bzw. deren Basen x, y, zg haben die gleichen Eigenschaften wie x, y, z und 

gehorchen analogen Bedingungen. 
Sie sind paarweise zueinander prim.   
          ggT(x; y ) = 1 usw. 
Sie gehorchen der Ungleichung 

          px  + py  <  zX
Y 

Es gilt die Teilung 
          zg / (xp + yp) 
Dabei sind die beiden Teiler verschieden, zg   z, im Einklang mit (6.1 – 6). 
Das ist möglich, da nach Hilfssatz 5.3/1 die Summe  (xp + yp)  mindestens zwei verschiedene 
Primfaktoren aufweist.     
          xp + yp = (x + y) · G(x, y ), wobei  ggT((x + y), G(x , y)) = 1  
Damit sind mindestens drei verschiedene Teiler möglich.  
Is z ungerade, dann muß auch zg ungerade sein.  
Ist z gerade, dann muß auch zg gerade sein. 
Das ist auch stets möglich, weil die Zahl 2 bei jedem Teiler mitgenommen werden kann. 
 
Wir wollen nun zeigen, daß unter der  A n n a h m e, daß erfüllbar ist die Fermat-Gleichung 

          F1   p p pa b c                                                                                                                (6.1 – 0/1) 
die weitere Fermat-Gleichung  

          F2   p p pA B C                                                                                                             (6.1 – 0/2) 
aber  n i c h t  erfüllt werden kann ist. 
 
Wir benötigen dazu zunächst den   
Hilfssatz 6.1/5: Angenommen, es gelte  
          ap + bp = cp 
Dann existieren die Ungleichungen 
          a(p – k) + b(p – k) > c(p – k)  für k = 1, 2, 3, ………. (p – 1) 
Beweis: Es ist 
          a + b > c   und   c > max(a, b)   
Würde die „umgedrehte“ Ungleichung gelten  
           ap – 1 + bp – 1 ≤ cp – 1  
Dann wäre zunächst nach Multiplikation mit c 
           ap – 1 · c + bp – 1 · c  ≤  cp – 1 · c      
und weiter 
          ap – 1 · a + bp – 1 · b  <  ap – 1 · c + bp – 1 · c   ≤  cp – 1 · c 
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Also es wäre     
          ap + bp < cp   
im Widerspruch zur Annahme, daß 
          ap + bp = cp 
Also muß auch gelten 
          ap – 1  + bp – 1  > cp – 1  
Und in einem weiteren Schritt abwärts kann ebenso nicht gelten 
          ap – 2 + bp – 2 ≤ cp – 2 
Dann wäre 
           ap – 1 + bp – 1 < cp – 1  
was mit dem Vorhergehenden im Widerspruch wäre. 
Wir können einen Abstieg machen bis zuletzt k = (p – 1), dann gilt wie bekannt nach Satz 1.1 
          a + b > c     

 
Satz 6.1/6: Annahme: Es sei erfüllt die Fermat-Gleichung 

          F1   p p pa b c       
Wir behaupten:  
Dann kann nicht erfüllt werden 

          F2   p p pA B C    
Sondern es gilt, wenn    
          A = a + m  und  B = b + m  sowie  C = c + m,   für ein beliebiges  m N \ 0 
die Ungleichung 
          (a + m)p + (b + m)p > (c + m)p        Ap + Bp > Cp      
Beweis:  Es ist 

          p pA (a m)   

                =  ∑ (
p
k

)Y
^_` aYa^m^ 

                = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
a a m a m .......... am m

0 1 2 p 1 p

           
                      

 

          p pB (b m)   

                = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
b b m b m .......... bm m

0 1 2 p 1 p

           
                      

 

          p pC (c m)   

                = p p 1 p 2 2 p 1 pp p p p p
c c m c m .......... cm m

0 1 2 p 1 p

           
                      

 

 
Vergleichen wir die drei Reihen, so ergeben sich die Gleichungen, wie angenommen. 

k = 0             p p pa b c   
Nachdem F1 erfüllt sein soll, heben sich diese Argumente auf beiden Seiten heraus. 
Die folgenden Ungleichungen sind eine Folge von Hilfssatz 6.1/5  
          a(p – k)  + b(p – k)  >  c(p – k)   für  k = 1, 2, 3, ………. (p – 1)  
und schließlich für k = p  
          2 mp > mp 
F2 kann somit keine Fermat-Gleichung sein. Die Werte der jeweiligen Summe der Potenzen auf 
der linken Seite sind größer als die jeweiligen Werte der Potenzen auf der rechten Seite. 
Damit gilt 

          p p pA B C       
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Hinweis:  
Diese Ungleichung gilt für jede Natürliche Zahl m, m > 0. 
Nr. 1) Ist m ungerade, dann sind zwei von den Argumenten A, B, C gerade Natürliche Zahlen, 
nachdem angenommen wurde, daß von den Zahlen a, b, c zwei ungerade sein müssen. In diesem 
Falle wäre die Fermat-Gleichung F2 zudem nicht erfüllbar.  
Satz 6.1/6 wäre überflüssig. 
Nr. 2) Ist die Zahl m dagegen gerade, dann sind wiederum genau zwei der Argumente A, B, C 
ungerade, so daß F2 durchaus eine erfüllbare Fermat-Gleichung darstellen könnte.  
Satz 6.1/6 widerspricht aber diese Möglichkeit. 
 
FAZIT 
Bei beiden Fermat-Gleichungen F1 und F2 sind jeweils exakt ein- und dieselben Voraussetzungen  
gegeben. Es müßten demnach jeweils beide Gleichungen erfüllt werden können – oder eben 
beide nicht.  
Die Antwort liefert die Anwendung der Schlußregel modus tollens ergibt:  
          Ist die Fermat-Gleichung F1 zu erfüllen, 
                    dann ist auch die Gleichung F2 erfüllbar, 
                    – wegen der exakt gleichen Gegebenheiten –  
                             Die Gleichung F2 ist aber nicht erfüllt.  
                              – Das ist bewiesen! –   
                                        Dann ist auch die Gleichung F1 nicht zu erfüllen. 
 
Die Behauptung läßt sich verallgemeinern. 
Schlußsatz:  
Im Fall I A gibt es zu jedem Exponenten p, mit p > 2,  k e i n  natürliches Zahlentripel (a; b; c), das 
eine Fermat-Gleichung wie (6.1 – 0/1) erfüllen könnte. 
 
 

Mainburg, im Oktober 2023 
 

Dipl.-Phys. 
Joseph K. Pfaffinger 

Gymnasiallehrer (M /Ph) i. R. 
84048 Mainburg 

 


